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A logika rovid torténete

A logika rovid torténete, 1

Okor

e Trividlis: A trivium szobdl szarmazik
trivium (tri + via = hdrom 1t): nyelvtan, retorika, logika
a trivium az alapja a quadrivium (aritmetika, geometria, zene, asztronémia) megis-
merésének.

e Szofistdk: formélis érvelés, paradoxonok
Hazug paradoxon: En most hazudok.
Dolgozatiras paradoxona: A jové hét valamelyik napjan dolgozatot irtok. Nem mondom
meg melyik napon, csak azt, hogy meg fogtok lepddni.

Esik Zoltn Logika a szdmitastudoményban — slide #3

A logika rovid torténete, 2

e Axiomatikus mddszer: Euklidesz
A geometria tételeket tisztan logikai uton axiomakbdl bizonyitott, a geometria ax-
iomatikus felépitése.
Néhény euklideszi axiéma:

— Barmely két ponton at hizhaté egyenes.

— Minden kozéppontbdl minden sugarral lehet kort rajzolni.

— (Parhuzamossagi axioma) Ha két egyenest ugy metsz egy harmadik egyenes, hogy
a metszo egyenes egyik oldalan keletkezo szogek Osszege kisebb 180 foknal, akkor az
elso két egyenes is metszi egymast.

Ekvivalens alak Barmely egyeneshez, barmely rajta kiviil fekvé ponton at legfeljebb
egy parhuzamos egyenes htizhato.

Esik Zoltdn Logika a szamitastudomanyban — slide #4



A logika rovid torténete, 3

e 17-18. sz. Leibniz
Logika tanulméanyozasara matematikai médszereket javasolt.
Univerzalis problémamegold6 gépies eljaras gondolata.

e 19. sz. kozepe — 19. sz. vége A logika algebraizalasa: Boole, Schroder, De Morgan, Peirce
Logikai fogalmakat algebrai fogalmakkal modelleztek
Boole algebra, relacidalgebra
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A logika rovid torténete, 4

19. sz. vége — 20. sz. elso fele
e Ellentmondasok az analizisben, naiv halmazelméletben

— Cauchy ,,tétele” folytonos fiiggvénysor 6sszegérol

— Russel paradoxona: Az Osszes halmazok H halmazénak szamossiga megegyezik
hatvanyhalmazanak szamossagéaval, hiszen H tartalmazza minden részhalmazat.

— Az 6sszes onmagukat nem tartalmazé halmazok halmaza.
e A logika mint a matematika formalis nyelve (bizonyitdsok pontossiga).

e Frege formdlis rendszere (formédlis nyelv, levezetési szabdlyok) és alkalmazdsa az arit-
metikara.

e Russell — Whitehead: Principia Mathematica (1910-13). A matematika addigi isemeretei
nagy részének axiomatikus targyalasa a formalis logika nyelvén. A halmazelméleti ellent-
mondasok feloldasa az osztalyfogalmat bevezeto formalis rendszerben.

Esik Zoltdn Logika a szamitéstudomanyban — slide #6



A logika rovid torténete, 5

e Hilbert programja: az egész matematika axiomatikus megalapozasa és konzisztencidjanak
bizonyitasa véges eszkozokkel. Hilbert kalkulus: 1920.

e Godel teljességi tétele.

e Godel nemteljességi tételei.
1. tétel: Ha egy axiémarendszer elegendben erés (kifejezd), akkor mindig lesz olyan
allitas, hogy sem 0, sem tagadasa nem igazolhato az axiomakbol.
2. tétel: Egy axiomarendszer ellentmondastalansaga altaldban nem bizonyithatd az
axiomarendszeren beliil.

e Hilbert programja megvaldsithatatlan.

e Church — Turing kiszdmithatdsag (1930-as évek).
Church tétele: Az elsérendii logika eldonthetetlen.
Az aritmetika (a természetes szamok elsérendii elmélete) eldonthetetlen.
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A logika rovid torténete, 6
e 20. sz. kozepétdl: Logika a szamitastudomany jegyében

— Kombinatorikus és szekvecialis aramkorok tervezése.

— Automatdak és formalis nyelvek elmélete.

— Adatbazisok és lekérdez6 nyelvek.

— Logikai programozas.

— Programtervezés.

— Rendszerek verifikacidja.

— Mesterséges intelligencia (szakért6i rendszerek, gépi tanulds).
— Bonyolultsagelmélet.

— Programozasi nyelvek szemantikdjanak elmélete.

Esik Zoltn Logika a szamitastudoményban — slide #8



Az eloadas felépitése

Felépités

o Predikatumkalkulus és itéletkalkulus.

A logikai programozas alapjai.

Heterogén és masodrendii logikak.

Modalis logikak.

Rendszerek specifikaciéja és verifikacidja:

— Temporalis logikak.

— Hoare kalkulus.

Esik Zoltdn Logika a szamitastudomanyban — slide #10

Logikai rendszerek

Fobb komponensek és kérdések

e Modellek (struktirdk). Mely tulajdonsdgokat akarjuk formalizalni?

e Szintaxis: formuldk.

Szemantikus fogalmak: mikor elégiil ki (érvényes) egy formula egy modellben, ...

Bizonyitdselmélet (formalis rendszerek).

Helyesség és teljesség.

Algoritmikus kérdések.

Esik Zoltén Logika a szamitastudoméanyban — slide #12



Az elsorendii nyelv modelljei, 1

e Elsérendii strukturdk komponensei

1. Egy nemiires halmaz, az univerzum.

2. Az univerzumon értelmezett fiiggvények és relaciok (vagy predikatumok).
e Minden fliggvény felfoghatd relacioként.
e Példa: Iranyitott grafok

— Csticsok (nemiires) halmaza: V
— El relécié: E C V2 (vagy E: V2 — {0,1})

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #13

Az elsorendii nyelv modelljei, 2

e Példa: Természetes szamok struktiraja

— Természetes szamok {0, 1,...} halmaza: N

— A rékovetkezés miivelete: ' : N — N

— Az Osszeadds és szorzas miiveletei: +,-: N? =+ N
— A 0 konstans: 0: N — N (vagy 0 € N)

— A rendezési reldcd: < C N? (vagy <: N2 — {0,1})

e Példa: Valds szamok strukturaja

— Valos szamok halmaza: R

— Az Osszeadas, szorzas és kivonas miuveletei:
+,,—R2—=R

— A 0,1 € R konstansok

— A rendezési relicié: < C R?

Esik Zoltan Logika a szamitastudomanyban — slide #14




Az els6rendii nyelv szintaxisa

Szintaxis, 1
o Jelkészlet:

1. Elsorendi valtozok, vagy individuum valtozok:
TylYyeo s T, Y1y - -

2. Flggvény jelek, vagy fiiggvény szimbolumok: f,gq,..., f1,91,--.

3. Predikdatum jelek, predikatum szimbdélumok, vagy relacié szimbdélumok:
Dy Qs Ty ooy D1, Q1 Ty - -

4. Logikai jelek: AV, —, <, = 1,],3,V

5. Elvélaszto jelek: ), ( és ,.

e A valtozdék halmaza megszamlalhatéan végtelen, a fliggvény és predikatum szimbdlumok
halmaza véges vagy megszamlalhatéan végtelen.

e Minden fiiggvény szimbdélumra és predikdtum szimbdélumra adott a szimbdlum rangja,
vagy aritasa, amely nemnegativ egész szam.

e 0 aritasu fiiggvényjel: konstans, vagy konstans szimbdlum.
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Szintaxis, 2
o Az egyenldséges elsorendt logikdaban egy reldcié szimbodlum kitiintetett: =.
e Def A termek halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljestil:

1. Minden valtozd term.

2. Ha ty,...,t, termek, f n-rangui fiiggvényjel, akkor f(t1,...,t,) is term. (n = 0
esetén ez maga az [ konstans jel.)

e Példa f(g(x,h(y)),c), ahol f, g 2-rangt figgvényjelek, h 1-rangu fiiggvényjel, ¢ konstans
szimbdélum, x,y valtozdk.

e Egy term alapterm, ha nem fordul el6 benne valtozo.

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #17



Szintaxis, 3

e Allit4s Minden term egyértelmiien olvashatod, azaz vagy valtozé, vagy egyértelmtien irhato
f(t1,...,t,) alakban, ahol f figgvényjel, ¢, ..., ¢, termek.

o Megjegyzés: Az f(t1,...,t,) term a lengyel jelolésben ft) ...t ahol t|,... ¢ rendre a
t1,...,t, lengyel jelolése. Forditott lengyel jelolésben ¢} ...t f, ahol t],... t! rendre a
ti,...,t, forditott lengyel jelolése. Egy tovabbi reprezentacio: fa reprezentacio.

Példdkban gyakran hasznalunk infix irdasmédot is, pld. ¢ + ¢'.

Esik Zoltan Logika a szamitastudomanyban — slide #18

Szintaxis, 4
e Def

— Atomi formula egy p(t1,...,t,) alaka kifejezés, ahol p n-rangi predikdtum szim-
bélum, ti,...,t, pedig termek. (Ez maga a p jel, ha n =0.)

— A formulak halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiil:

1. Minden atomi formula egyben formula is.

2. 1,] formuldk. Ha F, G formuldk, akkor (F'AG), (FV G), (F — G), (F < G)
és (—F) is formulak.
3. Ha F formula, x véltozo, akkor (FxF') és (Vo F') formuldk.

o Megjegyzés A szokasos precedencia szabdlyokkal élve gyakran elhagyjuk a kiilso, és a
feleslegessé vélo zardjeleket. Egy F' — (G — H) formulat F' — G — H alakban is frunk.

e Példa p(z, f(y))V (Iz—(q(z, 2)), ahol z, y, z valtozdk, f 1-rangi fliggvény jel, p, ¢ 2-rangi
predikatum jelek.

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #19



Szintaxis, 5
e Allitds Minden formula egyértelmiien olvashato.

e Def
Legyenek F' és G formulak.
— F a G kozvetlen részformuldja, ha G (=F), (FeH), (H e F') vagy (QxF') alaku, ahol
e c {\,V,—, <} és Q€ {3,V}, H formula, x valtozd.
— F a G részformuldja, ha létezik a formuldk olyan Hy, ..., H, (n > 0) sorozata, hogy
Hy=G, H,=F, és H; a H;_; kozvetlen részformuldja, i = 1,...,n esetén.

o Allit4s Egy F formula pontosan akkor a G formula részformuldja, ha G felirhaté G = uFv
alakban alkalmas u, v szavakra, azaz ha F' rész-széként elofordul G-ben.
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Szintaxis, 6

e Def Legyen F' formula, G az F' egy QQxH alaku részformulaja. Ekkor az x H-ban vald
el6forduldsai kotottek. Az x egy F-ben valé el6fordulasa szabad, ha nem kotott.

e Példa Az alabbi formulaban a piros valtozé el6fordulasok kotottek, a zoldek szabadok.
Fx(p(z, v) VV2(q(z, ) Ar(z, 2)) V q(r, r)

e Def Zart formulanak vagy mondatnak neveziink egy olyan formuldt, melyben egyetlen
valtozo sem fordul el6 szabadon.

e Példa JzVy p(f(x,y)) mondat.
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Az elsorendii nyelv szemantikaja

Szemantika, 1

Legyen L elsérendii nyelv (mely a fliggvény és predikdtum szimbdélumokkal adott).
e Def L-tipusu struktira egy olyan A = (A, I, ») harmas, ahol

1. A nemiires halmaz,

2. I minden f n-rangu fiiggvény szimbolumhoz egy
I(f): A" = A
fliggvényt, és minden n-rangu p predikdtum szimboélumhoz egy
I(p): A" —{0,1}

predikdatumot (vagy reldciét) rendel,

3. ¢ minden valtozéhoz az A egy ¢(x) elemét rendeli.
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Szemantika, 2

o Megjegyzés Az n = 0 esetben I(f)-et az A, I(p)-t a {0,1} halmaz egy elemével
azonosithatjuk.

e Megjegyzés Néha a struktira harmadik komponensét elhagyjuk, ekkor struktira egy
(A, I) pér.

e Megjegyzés Amennyiben a nyelv egyenldséges, kikotjiik, hogy I(=) az A halmazon
értelmezett egyenlségi predikatum.

e Def Legyen ¢ term, A = (A, I, ) struktira. Ekkor a ¢ altal az A strukturdban jelolt
A(t) € A elemet az aldbbi médon definidljuk:

1. t = z. Ekkor A(t) = ¢(x).
2. t= f(t1,...,tn). Ekkor A(t) = I(f)(A(t1),..., A(tn))-

e Megjegyzés I(f) helyett gyakran f-et, I(p) helyett p-t frunk.
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Szemantika, 3

e Példa Legyenek +, x 2-rangt fiiggvényjelek, * 1-rangi fiiggvényijel, 0,1 konstansjelek, <
2-rangu predikatum szimbdélum.

e N = (N, I,¢) ahol
1. N={0,1,2,...},

2. I1(') a rékovetkezési fiiggvény, I(+) és I(x) az Osszeadds és szorzas fiiggvények,
I(0) =0, I(1) =1, I(<) a szokdsos rendezés.

3. p(x) =2, 0(y) =3,...

e Ekkor:
lt=(z+1) xy, N(t) =09,
2. t=(xxy)+0, N(t) =6,
3.t=(0+1)x 1, N(t) = 1.
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Szemantika, 4

o Def Legyen A = (A, 1, ¢) struktira, = valtozd, a € A. Ekkor Ap,q az (A,1,¢)
struktira, ahol

/
() a  killénben

{so(y) ha y # x
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Szemantika, 5

Def Legyen F' formula, A = (A, I, ) struktira. Az F értéke az A strukturaban az alabbi
A(F) € {0,1} érték:

e Ha F a p(ty,...,t,) atomi formula, akkor A(F) = I(p)(A(t1),...,A(tn)).
o Ha F =| vagy F =1, akkor sorrendben A(F) = 0 ill. A(F) = 1.

e Ha F =G e H, ahol ® € {V, A\, —, <>}, akkor A(F) = A(G) e A(H).

e Ha F = -G, akkor A(F) = —(A(G)).
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Szemantika, 6

e Ha F' = dJxG, akkor

B 1 ha van olyan a € A, hogy Apq(G) =1
A(F) = { 0 kiilonben.

e Ha F' = Vx(G, akkor

B 1 ha barmely a € A-ra Ay ,q(G) =1
AF) = { 0 kulonben.
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Szemantika, 7

e Megjegyzés Amennyiben A(F) =1, az A = F vagy A € Mod(F) jelolést is hasznéljuk,
és azt mondjuk, A kielégiti az F formulat, vagy modellje az F' formuldnak. FEllenkezo
esetben az A £ F jelolést hasznaljuk.

e Példa Legyen N = (N, I, ) ahol N és I kordbban megadottak.

— Ha ¢(z) = 0, akkor N }£ Jy(y < z).

— Ha ¢(z) = 3, akkor N = Jy(y < z).

— Tetszbleges ¢ esetén N modellje az aldbbi formuldk mindegyikének:
lL.x<z+1 Ve(x <z+1).
2. V(e xx=2z— (r=0Vzx=1)).
3. VaVy(r=yVr<yVy<zx).
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Szemantika, 8
o Allitds Legyen t term, F formula, és legyenek A = (A, I, ) és A’ = (A, I, ') struktirék.

1. Ha p(x) = ¢/(x) minden olyan z valtozéra, mely eléfordul t-ben, akkor A(t) = A'(¢).
2. Ha ¢(z) = ¢'(x) minden olyan x valtozoéra, mely szabadon el6fordul F-ben, akkor
)

A(F) = ;(F .

o Kovetkezmény A fenti jelolésekkel, A(t) fliggetlen minden olyan véltozd értékétél, mely
nem fordul el6 ¢-ben. Tovabba A(F') fliggetlen minden olyan valtozé értékétol, mely nem
fordul el6 szabadon F-ben.

e Ezért ha F mondat, akkor értelmes arrdl beszélni, hogy A = F teljesiil-e egy A = (A, )
valtozo hozzarendelés nélkiili struktiurara.
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Szemantika, 9

o Def

1. Egy F formulat kielégithetonek neveziink, ha létezik modellje. Ellenkezd esetben F
kielégithetetlen, vagy azonosan hamis.

2. Egy F formulat tautolégianak (vagy érvényesnek vagy azonosan igaznak) neveziink,
ha minden struktira kielégiti. Jelolés: = F.

e Példa

— Tautolégidk: 1, FV—-F, F — F, F — G — F, ahol F,G tetszblegesek.
— Kielégithet6 formuldk, melyek nem tautolégidk: (p A q) — —p, Jzp(x).
— Azonosan hamis: |, ' A =F, ahol F tetszOleges.
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Szemantika, 10

e Allitds F akkor és csak akkor kielégithet6, ha —F nem tautolégia. F' akkor és csak akkor
tautoldgia, ha = F azonosan hamis.

o Allit4s Tetszoleges F' formulédra és x valtozora:

1. = F akkor és csak akkor, ha |= VzF.
2. I akkor és csak akkor kielégitheto, ha dxF' az.

e Tehat egy formula akkor és csakis akkor azonosan igaz, ha univerzalis lezartja az, és akkor
és csak akkor kielégithetd, ha egzisztencidlis lezartja az.
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Szemantika, 11

Def Azt mondjuk, hogy az F' és G formulék ekvivalensek, ha Mod(F') = Mod(G). Jelolés:
F=aG.
Allités F = G akkor és csakis akkor, ha |= (F < G).

Bizonyitas Mod(F') = Mod(G) <
VAMAEFé&AEG) vagy (AL Fé AEG) <
VAAE (FAG)V (-FA-G)) <

VAAE (F < G).

Allitds = ekvivalencia reldcié.

Allités }= F akkor és csak akkor, ha F =1,
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Szemantika, 12

=Ll =NFAT=F, FAL=L FVT=TL FVI=F,
F1="1t1—F=F,F—>|=-F,|—>F=
FAF=F,FVF=F,F — F=}

FANG=GANF, FVG=GVF
(FANGYNH=FAN(GANH),(FVG)VH=FV (GVH)
FANGVH)=(FANG)V(FANH), FV(GNH)=(FVG)N(FV H)
FA-F=| FV-F=1%

-—F=F

~(FANG)=-FV-G, ~(FVG)=-FAN-G
F—-G=-FVG, F—G=-(FAN-G)
F—-G=-G— -F
FVG=-F -G, FANG=-(F— —-QG)
F&G=(F—->GNG—F)
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Szemantika, 13
o 1. =(VaF) =dz(=F) és =(JaF) =Va(-F).
2. VeF AV2G =Vx(F ANG) és o F v J2G = Jx(F V G).

3. Ha z nem fordul el6 szabadon G-ben, akkor () = 3,V esetén
QrzF NG =Qx(FAG) és QeF VG =Qx(FVG).
4. NaVyF = VYyVaF és dedyF = JydaF.

e Megegyeziink abban, hogy a kvantorok erésebben kotnek, mint V, A, — vagy <.

e Az ekvivalencidk miatt elegendd lenne a vV, —, a A, =, a —, = vagy a —, | jeleket, valamint
valamelyik kvantort megengedni.
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Szemantika, 14

e Vz(F V G)=VaF VVzG altaldban nem teljesiil.

Legyen pld. F a0 <z, G az x < 0 formula, és vegyilk az egész szamokat a szokdsos
rendezéssel.

e Jz(F A G) =3dxF A JzG altaldban nem teljesiil.
Legyen f a 0 <z, G az x < 0 formula, és vegyiik az el6z6 strukturat.
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Szemantika, 15

e Lemma (Kongruencia tulajdonsdg)

— Ha F=F ésG=G" akkor FeG =F'eG ahol e € {V,A\,—, <},
— Ha F = F' akkor -F = —F’.
— Ha F = F’ akkor QzF = QzF’, ahol Q € {3,V} és x véltozd.
e Bizonyitas
- A(FeG)=A(F)e A(G) = A(F") e A(G") = A(F' ¢ G')
— A(RF) = 2A(F) = 2A(F) = A(—F)

*A)ZHQ?F@HQEAA@HQH:F(:)
HGEA.A[:C._WHZF'@A}:HIF/
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Szemantika, 16

e Allitds Ha az F’ formula ugy all el az F' formulabdl, hogy az F egy H részformuldjat
ekvivalens H' formuldra cseréljiik, akkor F' = F’.

e Bizonyitas Az F felépitése szerinti indukciéval.

e Ha H maga az F formula, akkor F' = H' igy F' = F’ teljesiil a H = H' feltevés miatt.
Ez az eset magaba foglalja az indukcids alaplépést.

e Indukcids 1épés. Felteheto, hogy F' # H. Csak két esetet néziink meg.
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Szemantika, 17

o [' = F, V F,. Ekkor H az F} vagy F5 részformuldja. Szimmetria miatt elegendo csak
azzal az esettel foglalkozni, amikor H az Fj részformuldja. Ekkor F' = F| V F,, ahol F]
ugy all el Fi-bol, hogy benne egy H részformulat H'-vel kicseréliink.

Az indukcids feltevésbol: F] = Fy. Az el6z6 lemmabdl: F = F'.
e ' = dxG. Ekkor H a G részformuldja és F' = JxG’ alaku, ahol G’ ugy all el6 G-bdl,

hogy benne a H egy eléfordulasat H'-vel helyettesitjiik. Indukciés feltevésbél: G = G,
igy az el6z6 lemmabdl F' = F.
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Szemantika, 18

e Def Legyen ¥ formuldk egy halmaza. Azt mondjuk, hogy az A struktira kielégiti X-at,
vagy a ¥ modellje, ha A | F teljesiil minden F' € 3 formulara.

Jelolés: A |= ¥ vagy A € Mod(Y).

Y-at kielégithetonek nevezziik, ha létezik modellje.

e Def Legyen ¥ formuldk halmaza, F' pedig formula. Azt mondjuk, hogy F a ¥ (logikai)
kovetkezménye, ha Mod(X) € Mod(F), azaz valahanyszor A |= ¥, mindig A = F.

Jelolés: ¥ = F. Amennyiben ¥ = {G}, akkor ¥ |= F' helyett G |= F-et is frunk.
e Allitds ¥ akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha X .
e Allitds = F akkor és csak akkor, ha ¥ U {~F} kielégithetetlen.
e Allitds F = @ akkor és csak akkor, ha F' = G és G |= F.
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Szemantika, 19
o Allitas Tetszéleges F, G, H formuldkra érvényesek az aldbbiak.
— {F F — G} = G (levilasztés).
— {F,-G — —F} = G (indirekt kovetkeztetés).
— (FVG)N(—-FV H) E GV H (rezolicids kovetkeztetés).

e Bizonyitas

— Ha A(F) = A(F — G) =1 akkor A(G) = 1.
— Ha A(F) = A(-G — —F) = 1, akkor A(=F) =0, igy A(G) = 1.

— Tth. A(FVG)=A(-FV H)=1. Ha A(G) =0, akkor A(F) =1, igy A(—~F) =0
és A(H) = 1.
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Formalizalas

Formalizalas, 1

e Def Mondatok egy ¥ halmazat elméletnek neveziink, ha valahdnyszor ¥ = F egy F
mondatra, akkor F' € 3.

e Def Egy ¥ elméletet ellentmondastalannak neveziink, ha > kielégithetd. Kiilonben X
ellentmondasos.

e Allitds Az aldbbiak ekvivalensek egy X elméletre:

i) ¥ ellentmondésos.
i) 3 El.
i) e 2.

iv) Van olyan F mondat, hogy F,—F € ¥.

e Bizonyitds

— i)— ii) Ha X ellentmondésos, akkor Mod(X) = (), igy valahdnyszor A = X, mindig
AE].

— ii) — iii) Ha X elmélet és ¥ =, akkor € X.

— iii) — iv) Legyen F' =].

— iv) — i) Nincs olyan A struktira, melyre A = {F,-F'}.
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Formalizalas, 2
e Def Egy ellentmondastalan ¥ elmélet teljes, ha minden F’ mondatra F' € ¥ vagy = F € 3.
o Allitdss Legyen K az A = (A,I) alaki struktirdk egy osztélya. Ekkor

Th(K) ={F : F mondat, K |= F} elmélet, ahol K | F azt jeldli, hogy A | F min-
den A € K esetén.

Ha K nemiires, akkor Th(K) ellentmondéstalan. Ha K = {A} egyetlen A struktiirdbdl
all, akkor Th(K) teljes. (Jelolés: Th(.A).)

e Bizonyitas

— Ha Th(K) | F az F mondatra, akkor K |= F. Tehat F' € Th(K).
— Tth. K nemiires, mondjuk A € K. Akkor A = Th(K) miatt Th(K) kielégithetd.

— Minden F' mondatra, A(F) = 0 vagy A(F) = 1. Ha A(F) = 0, akkor A(—F) = 1.
Tehat F € Th(A) vagy =F € Th(A)
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Formalizalas, 3

e Jelolés Mondatok tetszoleges ¥ halmazara legyen
Cons(X) = {F : F mondat, X = F'}
Vildgos, hogy Cons(2) elmélet.

e Definicié Egy T elmélet axiomatizalhato, ha létezik mondatok olyan rekurziv halmaza,
hogy T' = Cons(X). Ekkor ¥ a T" axiémarendszere.
Strukturdk egy K osztélyat axiomatizalhaténak neveziink, ha Th(K) axiomatizalhatd.
Amennyiben a ¥ halmaz rekurzivitdsat nem kotjik ki, gyenge axiomatizalhatdsagrol

beszéliink. Ha 3 véges halmaz, a véges axiomatizalhatosag definiciéjat kapjuk.

e Megjegyzés Ha egy elmélet végesen axiomatizalhatd, akkor egyetlen mondattal is axio-
matizalhato.

Esik Zoltén Logika a szamitastudoményban — slide #45



Formalizalas, 4
e Csoportelmélet
V(e (g ) = () - 2)
—Ve(zx-1=xAl-z=1x)
—Vr(x-z ' =1A2"t-2=1)

e Ha a masodik axiémat két axiomanak tekintjiik, akkor a fenti axiémarendszer nem

figgetlen:

1

lo=@- a2 o=z 2)=0-1

Tehat a masodik sorban szerepl6 axiéma egyszertisitheto.
e Csoportelmélet masképp
— VaVyvz(z - (y-2) = (x-y) - 2))
—Vz(z-l=2A1l-2=u0)
—Vedy(z-y=1Ay-z=1)
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Formalizalas, 5

e Rendezett halmazok

— VaVyVz((z <y Ay < z) = x < 2)
— Vo—(z < x)
— VaVy(r <yVz=yVy<z)

e Létezik legkisebb elem
JVy(x <yVa=y)

o A p* predikatumot kielégité elemeknek van legkisebb felsé korlatja

32((Vy(p(y) — vy < 2)A

Vu(Vy(p(y) =y < u) = z <u)))
Ittt <t at <t Vvt=1t formula helyett all.
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Formalizalas, 6
Peano axiomak
o Vr(—z' =0)
o VaVy(x' =y — z =y)
e Va(z+0=ux)
o VaVy(z+y = (z+y))
e Vz(z-0=0)
o VaVy(x -y =x-y+ )
o Vr(z <0—x=0)
o VaVy(z <y — (z<yVaz=y))
o VaVy(r <yVr=yVy<z)

e Indukcids axiéma séma (F(0) AVx(F(z) — F(2'))) — YaF(z), ahol F(x) olyan formula,
melyben legfeljebb az x valtozé fordul el szabadon, és F'(0), F(z') gy éllnak elé, hogy
x helyébe 0-at ill. 2’-t helyettesitiink. (Ld. kés6bb. )
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Formalizalas, 7

Allités (Galois kapcsolat) Legyenek X, Y;,3; mondatok halmazai, K, Kj, Ky struktirdk
osztalyai.

i) Ha ¥; C Xy, akkor Mod(3;) 2 Mod(%,).

ii) Ha K; C Ky, akkor Th(K7) D Th(Kj).
iii) ¥ C Th(K) akkor és csak akkor, ha Mod(X) D K.
iv) ¥ C Th(Mod(X)).

vi) Th(Mod(X)) = Th(Mod(Th(Mod(%)))).

vii

i)
1)
1)
)
v) K C Mod(Th(K)).
1)
i) Mod(Th(k)) = Mod(Th(Mod(Th(K)))).
1)

viii) ¥ elmélet, akkor és csak akkor, ha ¥ = Th(Mod(X%)).

ix) K gyengén axiomatizalhaté osztély, akkor és csak akkor, ha K = Mod(Th(K)).
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Formalizalas, 8
e Ha ¥ C ¥y és A | X, akkor A = ;.
e Ha Ky C Ky és Ky = F, akkor K |= F.

e Ha X C Th(K) és A € K, akkor A = 3, igy A € Mod(Y).
Ha Mod(X) D K és F € 3, akkor K = F, igy F' € Th(K).

e Legyen K = Mod(Y) iii)-ban.
e Legyen ¥ = Th(K) iii)-ban.

e Th(Mod(X)) € Th(Mod(Th(Mod(X)))) iv) miatt.
Mod(X) € Mod(Th(Mod(X))) v) miatt.
fey ii)-bsl Th(Mod(Th(Mod(%)))) € Th(Mod(X)).

e Hasonlé.
e vi)-bél.

o vii)-bl.
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Az itéletkalkulus

Az elsérendti logika azon specidlis esete, amikor csak 0-ad rendi predikatumszimboélumok
vannak, és azokbol megszamlalhatéan végtelen sok van: p,q, p1,q1, .. ..

Az elsorendii valtozok és kvantorok feleslegessé valnak, elhagyjuk ¢ket.

Ekkor egy modell: a predikdtumszimboélumokat a {0, 1} halmazba képez6 fiigvény.

Ezért a predikatumszimbdélumokat itéletvaltozdknak is nevezziik.

Tehét modell: Az itéletvaltozok egy (ki)értékelése.
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e Allitds Ha F az {téletkalkulus egy tautolégidja, akkor minden olyan F’ formula is tau-
tologia, amely ugy all el6 F-bol, hogy benne a p itéletvaltozokat valamely elsérendi nyelv
tetszoleges G, elsérendii formuldival helyettesitjiik.

e Bizonyitas Legyen A tetszoleges (elsérendil) struktira. Minden egyes p-re legyen B(p) =
A(G,). A logikai jelek kongruencia tulajdonsagabdl:

A(F') = B(F)

[gy ha F tautolégia, akkor F” is az.

Esik Zoltdn Logika a szémitdstudomanyban — slide #53

e Allitds Legyenek F,G az {téletkalkulus formuldi. Az F’, G’ elsérendii formuldk alljanak
ugy el6 az itéletkalkulus F' és G formulaibdl, hogy benniik minden egyes p itéletvéaltozdt
valamely H), formulaval helyettesitiink. Ekkor F' = G esetén I’ = G'.

e Bizonyitas F' = G akkor és csak akkor, ha = (F < G), és F' = G’ akkor és csak akkor,
ha = (F' <> G'). Hasznéljuk az el6z6 allitast.

o Allitas Legyen ¥ az itéletkalkulus formuldinak halmaza, F' az itéletkalkulus formulaja.
Minden egyes p itéletvaltozéra legyen G, valamely elsérendii nyelv egy formuldja. ¥’ és
F" élljon el6 ¥ formuldbdl és F-bol gy, hogy p helyébe mindenhol G-t helyettesitiink.
Ekkor ¥ = F esetén X' = F'.

Esik Zoltdn Logika a szamitastudomanyban — slide #54



Normalformak

Normalformak 1
Def

e Literalnak neveziink minden p vagy —p alakd formulat, ahol p valtozé. FEzen beliil p
pozitiv, —p pedig negativ literdl.

e Egy [ literdl ellentettje az alabbi literal:

~|

-p hal=p
p hal=-p

e Konjunktiv normalforman egy
Fo= N V;”:H lij
alakd formulat, diszjunktiv normalforman pedig egy
F = V?:l /\§'Z1 lij

alaku formulédt értiink, ahol [;; literdl, i =1,...,n, j =1,...,m,.
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Normalformak 2
Megjegyzések

e Az iires diszjunktiv normalforma azonosan hamis, az tires konjunktiv normalforma
azonosan igaz. Diszjuntiv normélforma iires tagja azonosan igaz, konjunktiv norméalforma
ires tagja azonosan hamis.

e Kikothetjiik, hogy az egy tagban szerepld literdlok paronként kiilonboznek, és hogy a
tagok paronként kiilénboznek.

e A qq,...,q, valtozdk feletti normalformara kikothetjiik, hogy minden tagban minden g;
valtoz6 pontosan egyszer fordul elé (teljes normélforma).

e Altaldban azonositunk két normalformét, ha csak a tagok sorrendjében és/vagy tagonként
a literalok sorrendjében kiilonboznek.
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Normalformak 3

e Tétel Minden formuldhoz létezik ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv normalforma.

— 1. bizonyitas A formula felépitése szerinti indukciéval.

— 2. bizonyitas Adott F' formuldra, eloszor fejezziik ki az elofordulé — és <+
miiveleteket a V, A, = miiveletekkel, majd kiiszoboljiik ki a konstansokat. Ezek utan
vigyiik a — jeleket a valtozdk elé, és eliminaljuk a tobbszords negacidkat a -—-G = G
ekvivalencia felhasznédlasaval. Végiil alkalmazzuk a disztributiv azonossagokat.

— 3. bizonyitas Alkalmazzuk az ,,igazsagtabla” modszert.
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Boole fliiggvények

Boole fiiggvények 1

e Def Tegyiik fel, hogy az F' formula véltozdi a {p;,,...,p, }, n > 1 halmazba esnek, ahol
i1 < ...<t1y,. Ekkor F' egy n-véltozds Boole fliggvényt indukal:

0y 5 o
flzy,...,x,) = A(F),
ahol A tetsz6leges olyan értékelés, melyre A(p;;) = x5, j =1,...,n.
e Megjegyzés f fliggetlen azon x; valtozoitol, melyekre p;; nem fordul elé F-ben.
e Példak
— F=p,n=2 f(r1,22) =11

— F=p1V(p1 < p2),n=2: f(x1,29) =21 V X2
— F=pV-p,n=1 f(r;)=1
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Boole fiiggvények 2
e Tétel Minden Boole fiiggvény indukalhato valamely formulaval.
e Bizonyitas Minden igazsagtablahoz készithteto konjunktiv, vagy diszjunktiv normélforma.
o Kovetkezmény Az alabbi rendszerek teljesek:
—{A Vv, =}
—{Apés{v, -}
—{=1}
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Boole fiiggvények 3
o Def Tetszbleges x,y € {0,1} esetén legyen

xly = —(zAy)=-zV-y
vlly = -(xVy =-zA-y

e Tétel Egy 2-valtozds Boole fiiggvény e akkor és csak akkor alkot onmagaban teljes rend-
szert, ha megegyezik a | és || fiiggvények valamelyikével.
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Boole fiiggvények 4

e Elegendéség bizonyitasa
~r=zlr oz Ay =-(zly) = (zy)|(z]y)

e Sziikségesség bizonyitasa Tegyiik fel, hogy e onmagaban teljes.
— Ha lel = 1, akkor minden 1-véltozds f kifejezhetd fliggvényre fennéll, hogy f(1) = 1.
Ezert 1e1 = 0. Hasonléan, 0 e 0 = 1.

— HaleO =1¢0e1 = 0, akkor z ¢ y = —y, és csak olyan 2-valtozos fliggvény
fejezhetd ki, mely csak az egyik argumentumatol fiigg.

— Szimmetrikusan, ha 1e0 =0 és 0e 1 = 1, akkor x e y = —x, és igy ismét ellent-
mondashoz jutunk.

—fgyle0=0e1=1, azaz e =|, vagy 180 =0e1 =0, amikor e =||.
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Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

A kompaktsagi tétel

e Tétel Formuldk egy halmaza akkor és csak akkor kielégithetd, ha minden véges
részhalmaza kielégitheto.

o Kovetkezmény Egy F' formula akkor és csak akkor kovetkezménye formuldk egy ¥ hal-
mazéanak, ha a ¥ egy véges részhalmazanak kovetkezménye.

e A kovetkezmény bizonyitasa

Y E=F & XYU{-F} nem kielégithet6
& 38, C X U{-F} véges %o nem kielégithet6
& 3¥, C ¥ véges XU {—~F} nem kielégithet6
& Iy C X véges Xy E F
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A kompaktsagi tétel 2

e Konig lemmaja Ha egy végtelen irdanyitott T' fa minden csicsa véges foku, akkor T tar-
talmaz végtelen utat.

e Bizonyitds
e Minden n > 0 szamra megadhaté olyan z,, cstcs, hogy

— X0,..., T, egy (gyokértdl induld) utat hatdroznak meg és

— az x, csucsbdl induld részfa végtelen.
Ekkor xg, x1, ... egy végtelen utat hataroznak meg.
e Az x, csicsokat n szerinti indukciéval adjuk meg.

— x9 a T gyokere.

— Han >0, z, az x,,_1 olyan kozvetlen leszarmazottja, hogy az x,,_1-bdl indulé részfa
végtelen. (Ilyen z,, 1étezik.)

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #66

A kompaktsagi tétel 3
e A kompaktsagi tétel bizonyitasa

e Elegend6 belatni, hogy amennyiben ¥ formulak olyan végtelen halmaza, melynek minden
véges részhalmaza kielégithetd, akkor X kielégitheto.

e Minden n > 0 szamra jelolje 3, a ¥ azon formuldinak halmazat, melyekben legfeljebb az
els6 n, p1, ..., p, valtozo fordul elé.

e Mivel ekvivalencia erejéig véges sok (< 22") olyan formula van, melyben legfeljebb az elsé
n valtozé fordul elo, ezért feltevésiink szerint mindegyik ¥, kielégithetd.

e A teljes végtelen bindris fdban minden végtelen 1t megfelel a valtozok egy értékelésének,
és minden n mélységii cstcs az elsé n valtozo egy értékelésének.
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A kompaktsagi tétel 4

e Minden n > 0 szamra jeloljik meg a teljes végtelen binaris fa azon n-mélységii csucsait,
amelyeknek megfelelo értékelések kielégitik a ¥, formula halmazt.

e Ekkor minden n-re megjeloltiink legalabb egy csiicsot, és amennyiben egy olyan y cstcs
megjelolt, mely az = csics (kozvetlen) leszarmazottja, akkor = is megjelolt.

e Tehat a megjelolt csicsok egy olyan végtelen fat hataroznak meg, melyben minden csics
véges fok.

e Konig lemmaéja szerint ez a fa tartalmaz végtelen utat. E végtelen ut dltal meghatarozott
értékelés a > modellje.
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Eldontési kérdések az itéletkalkulusban

Eldontési kérdések

e Alapveto eldontési kérdések:

— Adott F formula kielégithet6-e?
— Adott F formula érvényes-e?

— Adott az F formula és a ¥ = {F},..., F,,} véges formula halmaz, teljesiil-e X = F'?
e A fenti kérdések ekvivalensek, hiszen:

— F kielégithet6 < —F nem érvényes,
— F érvényes <  —F nem kielégitheto,
-YEF & (FiN...NF,) — F érvényes.
e Megjegyzés Nem ismert, hogy a fenti kérdések megoldhatdak-e polinomidejii algoritmus-

sal. A kielégithet&ség NP-teljes, az érvényesség coNP-teljes. (Ld. Bonyolultsdgelmélet
kurzus.)
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Horn formulak

Horn formulak 1

e Def Horn formula egy olyan F' = C; A ... A C), konjunktiv normalforma, melyben minden
C; tag legfeljebb egy pozitiv literdlt tartalmaz.

e Megjegyzés

GV Vg Ve = (@A AG) g
V... Vo = (N Ag) =L

Ha k£ =0, akkor a ¢ =1— ¢ és |=1—] Osszefiiggések addodnak.

e Horn formulak kielégithetosége polinom idében eldénthetd.
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Horn formulak 2

Algoritmus
Bemenet F' Horn formula
Kimenet F-et kielégito értékelés, ha F' kielégitheto, egyébként ,,nem”.

Mindaddig, amig F-ben van olyan (g A...Ag,) — ¢ alaki tag, hogy minden ¢; megjel6lt,
de ¢ nem, jeloljik meg g minden F-beli el6forduldsat.

Ha létezik olyan (q; A ... A ¢,) —| alakt tag F-ben, melyre a qi,...,q, mindegyike
megjelolt, akkor a vélasz ,,nem”.

Ellenkezé esetben legyen A az alabbi (parcidlis) értékelés:

_ 1 ha p meg van jelolve
Alp) = { 0 kiilsnben
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Horn formulak 3

e [dGigény:

— A ciklus legfeljebb annyiszor fut le, mint az F-ben el6fordul6 valtozok szama.
— A ciklus egyszeri lefutasanak id6igénye linedris.

— A teljes id6igény négyzetes.
e Példa

F = pAgAN(—pV—qVr)A(—-qV-rVs)A
(msVr)A(=gVasViE)A(msV =t Vau) A

(—u Vv —t)

[t bl A [t g A [(p A q) = 7] A

[(gAT) = s|A[s—=r]Al(gNs) =t A

[(sAt) = u] Af(unt) —]]

Megjelolt véaltozok: p,q,r, s, t,u. A formula nem kielégitheto.
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Horn formulak 4

Helyesség: F akkor és csak akkor kielégithetO, ha az algoritmus egy A kielégito értékeléssel all
meg.

e Elegendoség Ha az algoritmus egy A kiértékeléssel all meg, akkor A kielégito kiértékelés.

— Valéban, ha C egy (g1 A. . .Ag,) — q alaki tag, és megéllaskor mindegyik ¢; megjelolt,
akkor ¢ is az, igy A(q1) = ... = A(¢g,) = A(g) = 1 miatt A = C.
Ha megéalldskor valamely i-re ¢; nincs megjelolve, akkor A(g;) = 0 és ismét A = C.

— Ha pedig C' a (g1 A ... A g,) —] tag, akkor valamelyik ¢; nincs megjelolve.

fgy
Alg) =0 és AL C.

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #75




Horn formulak 5
o Sziikségesség
Tegyiik fel, hogy A’ kielégiti a formuldt, de az algoritmus ,,nem”-mel all meg.
— Ekkor A’'(p) = 1 valahdnyszor az algoritmus megjeloli a p valtozét. Ez kénnyen

igazolhaté a ciklus futasanak szama szerinti indukcioval.

— Mivel az algoritmus ,,nem”-mel all meg, 1étezik olyan (¢; A ... A ¢,) —J alaki tag,
hogy az algoritmus a ¢;-k mindegyikét megjeloli.

— gy A’ nem elégiti ki ezt a tagot, hiszen A’ (1) =...A'(g,) = 1. Ellentmondsés.

e Megjegyzés F' kielégithets, ha nem tartalmaz t— p alaki, vagy nem tartalmaz (g3 A ... A
qn) —4 alaku tagot.
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Rezolucios modszer

Rezolucid 1

A rezolicidés médszer konjunktiv norméalformék (k.n.f.) kielégithet6ségének eldontésére szolgdlo
modszer.

e Minden

kn.f. felfoghaté gy, mint tagok, vagy klozok egy {Ci, ..., Ci} halmaza, és minden C;
kléz mint literdlok egy {l;1, ..., L, } halmaza.

e Jelolje O az tires klozt és () az iires formuldt: O azonosan hamis (kielégithetetlen), ()
azonosan igaz (tautolégia).

o Felhaszndlds: Legyenek Fi, ..., F, és G formulak, és jelolje rendre FY, ..., F az Fy, ..., F,
egy k.n.f-jét, G’ pedig a =G egy k.n.f-jét. Igy

{F,....F,} EG & F/U...UF UG kielégithetetlen.
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Rezolucié 2
o Def Legyenek Cy, Cy kl6zok, | € Cy, | € Cy. Ekkor az
R = (C\—={l})u(Cy—{1})
klézt a C) és Cy egy rezolvensének nevezziik.

e Lemma Legyen ¥ klézok halmaza, C7,Cy € X, és tegyiik fel, hogy R a C és Cy egy
rezolvense. Ekkor

S = YU{R}.

e (Itt az ekvivalencia azt jelenti, hogy a két formula halmaznak ugyanazok a modelljei.)

e Bizonyitas A rezolucios kovetkeztetés helyességéhdl.
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Rezolucié 3
e Def Legyen X klozok véges vagy végtelen halmaza. Ekkor
Res(¥X) = Y U{R:3C,,Cy e X
R a C és Oy rezolvense}.
Jelolje Res™(X) a legsziikebb olyan A halmazt, melyre ¥ C A és Res(A) C A.
o Allitas Legyen X kl6zok halmaza, C kléz.
— Res*(X) = U,>oRes"(X), ahol

Res’(¥) = X
Res"t'(¥) = Res(Res"(%)), n>0.
— C € Res"(X) akkor és csak akkor, ha létezik klézok olyan véges Cy, . .., C, sorozata,

hogy C,, = C és tetszdleges Cj-re, C; € ¥ vagy valamely j, k < i indexekre C; a C}
és C, egy rezolvense.
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Rezolucio 4
e Allitds Ha ¥ kézok véges halmaza, akkor létezik olyan n > 0 szam, amelyre

Res"(X) = Res*(X).

e Bizonyitds
¥ = Res’(X) C Res'(X) C Res*(¥) C ... C Res*(X).

Tovabba, ha a Y-beli klézokban legfeljebb a ¢, ..., ¢ valtozdk fordulnak el6, akkor
|Res*(2)| < 22,

Igy l6tezik olyan n, melyre Res"(2) = Res""!(2), és ezért Res™(T) = Res*(%).
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Rezolucié 5
e Lemma Legyen X klézok véges vagy végtelen halmaza. Ekkor ¥ = Res(Y).

e Bizonyitds

— 1. eset: X véges.
Legyen Res(X) = X U{C},...,C,}. Tudjuk, hogy

EU{Ol,...,OZ'_l}EZU{Cl,...,Ci}, 2:1,,77,

Mivel = tranzitiv, ¥ = Res(X).

— 2. eset: X végtelen.

> = ( U A) = ( U Res(A)) = Res(X)

ACY, A véges ACY, A véges

o Allitas Klézok tetszoleges véges vagy végtelen ¥ halmazéara fennallnak a kovetkezok:

— Minden n > 0 szdmra ¥ = Res" ().
— ¥ =Res™(Y).
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Rezolucié 6
e Tétel Klozok egy véges vagy végtelen X halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha
O € Res*(Y).

e Bizonyitdas A kompaktsagi tétel miatt elegendd csak véges ¥ halmazokra elvégezni a
bizonyitast.

— Elegendéség Tegyiik fel, hogy [0 € Res*(X). Ekkor Res™(X) kielégithetetlen, mert
O az. De ¥ = Res™(X), ezért X is kielégithetetlen.

— Sziikségesség Legyen X kielégithetetlen. Jelolje n a Y-beli klézokban el6forduléd
véltozdk szamét. Teljes indukciéval beldtjuk, hogy O € Res™(X).

— n=0. Ekkor ¥ = 0 vagy & = {0J}. Mivel 2 kielégithetetlen, ezért & = {{1}. Igy
O e ¥ CRes*(2).
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Rezolticio 7
e Bizonyitas folytatasa

— n > 0. Legyen p olyan valtozd, mely elofordul X-beli klézban.

+ Ha van olyan C' € &, melyre p, —p € C, akkor C azonosan igaz. Igy & akkor és
csak akkor kielégithetetlen, ha ¥ — {C'} az, és C elhagyhaté. Ezért feltehetjiik,
hogy nincs olyan C' € 3, melyre p,—p € C.

x Legyen
Y. = {C:Cex, pgC, -p¢C}
U{C:C¢x, CU{p}ex}
Yo = {C:Cex, pgC, -p&C}
U{C:C¢x%, CUu{-p}ex}
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Rezolicid 8

e Bizonyitas folytatasa

— X és Xy egyike sem kielégithet6. Valéban, ha pld. Xi-et kielégit egy (parcidlis)
értékelés, akkor -4t kielégiti ugyanez az értékelés azzal, hogy p értéke 0.

— Igy az indukcids feltevés szerint
O € Res™(X1) N Res™(2,).
— Ezért O € Res™ (X)), vagy
{p} € Res*(X) és {—p} € Res"(%).

— Ebbdl O € Res™(X).
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Rezolucid 9

Rezoltcids algoritmus
Bemenet: F kan.f. (ill. véges kléz halmaz)
Kérdés: F kielégitheto-e?

Mindaddig, amig 1j klozt kapunk, képezziik két F-beli kléz valamely rezolvensét, és ezt
adjuk az F' halmazhoz.

Ha valamikor a [ klézt kapjuk, F' nem kielégitheto.

Kiilonben F' kielégitheto.
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Rezolucid 10

Példa F= (pVg)A(—=pVr)A(pV-r)A(=pV -q)A(rV —q)A(—rVQq)

1{p,q}  F-beli kléz 7{-p,~q} F-beli kloz
2.{=p,r} F-beli kléz 8.{-r,—~q} 6. és 7. rezolvense
34{q,r} 1. és 2. rezolvense 9.{r,—~q}  F-beli kléz
4{-r,q} F-belikléz 10.{—q} 8. és 9. rezolvense
5.{q} 3. és 4. rezolvense 11.0J 5. és 10. rezolvense

6.{p,—r} F-beli kléz

Tehat F' nem kielégitheto.
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Deduktiv rendszerek

A kovetkezokben olyan rendszereket mutatunk be, melyekben formalisan bizonyithatd, hogy
egy F' formula tautologia, vagy kielégithetetlen, vagy hogy F a formulak egy > halmazanak
kovetkezménye.
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Hilbert rendszere

Hilbert rendszere, 1

e Olyan formuldkat tekintiink, amelyekben nem fordul el6 A, V, <>, = és 7.
e Axiémak

. F-(G—H)—(F—-G) —(F—H))

2. F - (G—F)

3. (F =1) »4) > F.

ahol F, G, H tetszoleges formulak.

e Szabaly: levélasztas, vagy modus ponens

F, F—G
G

ahol F, G tetszOleges formuldk.
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Hilbert rendszere, 2
e Def Az érvényesség Hilbert-féle bizonyitasnak vagy levezetésnek neveziink egy olyan
F17F27"'aFn
sorozatot, ahol az F; formulak mindegyike

1. axiéoma, vagy

2. eloall az 6t megel6z6 formuldkbol levalasztassal.

Azt mondjuk, hogy F bizonyithatd, vagy levezethetd, ha létezik olyan Fi, ..., F, bi-
zonyitas, melyre F' = F},. Jelolés: 4 F'
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Hilbert rendszere, 3

Legyen ¥ formuldk halmaza.

e Def ¥ feletti Hilbert-féle bizonyitasnak vagy levezetésnek neveziink egy olyan
F17F27"'aFn
sorozatot, ahol az F; formulak mindegyike

1. axiéma, vagy
2. Y-beli formula, vagy

3. el6éll az 6t megel6z6 formuldkbdl levalasztassal.

Azt mondjuk, hogy F bizonyithatd, vagy levezetheté X-bél, ha létezik olyan Fi,..., F,
Y feletti bizonyitas, melyre F' = F,. Jelolés: 3 4 F

e Tehat 5 F akkor és csak akkor, ha () 4 F.
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Hilbert rendszere, 4

e Példa F' — F bizonyitasa, ahol F' tetszoleges.
e Legyen G =F — F.

F—(G—F), (Ax2)

F—G, (Ax2)

(F>(G—-F)—=(F—-G) — (F—F)), (Ax1)
(F—-G)— (F—F), (1. és 3., MP)

F—F, (2. ¢és4., MP)

SANE I

e Tehat tetszoleges F-re: 4 F — F.
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Hilbert rendszere, 5
e Példaty (G— H) = (F—G)— (F— H)).
e Legyen P=G—-H,Q=F - (G— H), R=(F — G) - (F — H). Be kell ldtnunk,
hogy 4 P — R.
1. P—Q, (Ax2)
2. Q= R, (Ax1)
3. @Q—R)—(P—(Q—R)), (Ax2)
4. P— (@ — R), (2.46s3., MP)
5. (P—= (@ > R)—> (P—-Q)— (P—R)), (Ax1)
6. (P—Q)— (P—R), (4.¢és5., MP)
7. P— R, (1. és6., MP)
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Hilbert rendszere, 6

o Példa Fyl— F.
e Jelolje =F az F —] formulét, és =—F az (F —]) —] formulat.

1. |—» —F, (Ax2)

2. —F = F, (Ax3)

3. (mF = F)—= (= F)—= {—F)), (el6zé példa)
4. (J— =F)—= (= F), (2.6 3., MP)

5. 1= F, (1. és 4., MP)
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Hilbert rendszere, 7

o Tétel (Dedukeios tétel) Legyen 3 formuldk halmaza, és legyenek F, G formuldk.

YU{F}Fry G & XkyF -G

e Elegenddség Ha Xy F — G, akkor YU {F} Fy F — G. De YU {F} by F, igy MP
szerint XU {F} ¢ G.

o Sziikségesség Tegyiik fel, hogy ¥ U {F} k4 G. A levezetés hossza szerinti indukciéval
igazolhaté, hogy ¥ Fy F' — G. Tekintsiik a levezetés utolsd 1épését.
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Hilbert rendszere, 8

e Az utolsd lépésben G € X, vagy G axiéma. Ekkor X G. A 2. axiéma miatt X Fy
G — (F — G). Igy MP felhasznalasaval ¥ 4 F — G.

e Tegyiik fel, hogy F' = GG. Ekkor ¥ 4 F' — F' az egyik korabbi példa szerint.

e Az utolso lépésben G az MP-vel adodik. Ekkor valamely H formulara léteznek révidebb
YU{F} bty H— G és SU{F} by H levezetések.
Indukcids feltevésbél: Xy FF— (H - G) és ¥y FF — H.

Az 1. axiéma szerint:

Yty (F—(H—G) = (F—H)—= (F = Q).
Az MP kétszeri alkalmazasaval: ¥y F — G.
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Hilbert rendszere, 9

e Tétel Hilbert rendszerének helyessége és teljessége Tetszoleges Y formula halmazra és F'

formuldra ¥ |= F' akkor és csak akkor, ha ¥ F.

e Az elegendOség kovetkezik abbdl, hogy az axiémék tautolégidk, és az MP helyes

kovetkeztetési szabaly. A sziikségesség bizonyitdsat késébb végezziik el.

Kovetkezmény Teszbleges F' formulara = F' akkor és csak akkor, ha 3 F.
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Hilbert rendszere, 10

Def Formulak egy > halmaza konzisztens a Hilbert rendszerben, vagy H-konzisztens, ha
nem teljesiil, hogy > k.

Allitas X akkor és csak akkor H-konzisztens, ha nem létezik olyan F' formula, hogy ¥ 3 F'
és Xy F' —] is teljestil.

Bizonyitas Ha X 4 F és X Fy F' —], valemely F-re, akkor MP miatt > 4.
Tth. ¥ Fy4l. Ekkor az egyik el6z6 példabdl ¥ 4 F' minden F' formulara.

Allitéas ¥ akkor és csak akkor H-konzisztens, ha minden véges részhalmaza az.

Bizonyitds Minden levezetés csak véges sok Y-beli formuldt hasznal.
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Hilbert rendszere, 11

e Def Egy > formula halmazt maximalis H-konzisztens halmaznak neveziink, ha H-
konzisztens, és nem létezik olyan F' formula, hogy F' ¢ ¥ és 3 U {F'} H-konzisztens.

e Lemma Minden H-konzisztens formula halmaz kiterjesztheté maximalis H-konzisztens
formula halmazza.

e Bizonyitas Legyen ¥ H-konzisztens, Fi, Fs, ... pedig a formulak egy felsorolasa. Legyen
Yo =22 és i >1 esetén

o Yi—1 U{F;} ha ez a halmaz H-konzisztens
b 22‘—1 kiilonben

Legyen A= Unzozn.
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Hilbert rendszere, 12

e A H-konzisztens, mert minden véges részhalmaza az.

e Barmely F' formulara, F' € A és F' —|€ A koziil pontosan az egyik teljesiil.

Valoban, ha mindketté teljesiilne, akkor MP miatt | levezetheté lenne A-bdl, ellent-
mondas.

Ha egyik formula sincs A-ban, akkor A U{F} és AU {F —|} nem H-konzisztensek. Igy
AU{FY byl és AULF =) Fal.
A dedukciés tétel szerint: A by F —] és A by (F —]) —|, ellentmondés.

° fgy A maximalis H-konzisztens halmaz.

e Vegyiik észre, hogy A 4 F esetén F' € A. Tovabba, a fentiek szerint, tetszoleges F
formulara, F' és F' —| koziil valamelyik A-ban van.
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Hilbert rendszere, 13

e Tétel Formulak egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégithetd, ha H-konzisztens.

e Bizonyitds Ha ¥ nem H-konzisztens, akkor ¥ 4. Ezért ¥ =] is teljesiil, és igy X
kielégithetetlen.

e Tegyiik fel, hogy > H-konzisztens. Ekkor X kiterjeszthet6 egy A maximalis H-konzisztens
formula halmazza. Legyen

_ 1 hape A
Alp) = {o ha p & A

Belatjuk, hogy A = A.
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Hilbert rendszere, 14

e Az F formula felépitése szerinti indukciéval beldtjuk, hogy A = F akkor és csak akkor,
ha F € A.

— F egy valtozé: trivialis.
— F =]. Mivel A H-konzisztens, |¢ A. Tovabba A F|.
— F =G — H. A(F) = 1 pontosan akkor, ha A(G) = 0 vagy A(H) = 1, ami az

indukcios feltevés szerint azzal ekvivalens, hogy G € A vagy H € A. Belatjuk, hogy
pontosan ebben az esetben teljesiil F' € A.

1) Ha G ¢ A, akkor G —|€ A, mivel A maximélis H-konzisztens halmaz. Mivel
J— H € A, adddik, hogy F' € A.

2) Ha H € A, akkor mivel H — (G — H) € A, MP felhasznalasaval kapjuk, hogy
F e A.

3) Kiilénben G € A és H ¢ A. Ha F € A, akkor MP miatt H € A, ellentmondas.
Tehat F ¢ A.
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Hilbert rendszere, 15
Most 1jra kimondjuk korabbi tételiinket:

e Tétel Legyen ¥ formuldk halmaza, F' formula.

SEF & Sy F

e Bizonyitas Elegend6ség trivialis. Sziikségesség:

YE=F = YU{F —]} nem kielégithetd
= Y U{F —]} nem H-konzisztens
= Yty (F —)) =] (Dedukciés tétel)
= Yy F (Ax 3, MP)
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Hilbert rendszere, 16
o Megjegyzés Az eléz6 teljességi tételbol (melyet a kompaktsagi tétel nélkiil bizonyitottunk)
kovetkezik a kompaktsagi tétel.

Valéban, ha ¥ = F, akkor ¥ k3 F. De minden levezetésben csak véges sok Y-beli
formulat haszndlunk, igy létezik olyan véges 3y C ¥ halmaz, hogy ¥ Fy F'.

e Megjegyzés Ha a 3. axiomat kicseréljiik a gyengébb |— F axiéméara, akkor az un
intuicionista logikat kapjuk.
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Helyettesités ujbol

Helyettesités 1

e Az elsérendi logikaban a mar megismert helyettesitésen kiviil helyettesithetiink termeket
az elsorendli valtozok helyére.

e Def Legyenek u,t termek, = valtozé. Ekkor az ulx/t] termet az u felépitése szerint in-
dukciéval adjuk meg.

t hau==zx , .
ulz/t] = { w Killsnben ha u véltozd

ulz/t] = flwlz/t], ..., uxfz/t]), hau= f(uy,..., u,).

o Allitds ulz/t] ugy &ll el6 u-bdl, hogy benne x minden eléfordulasat t-vel helyettesitjiik.
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Helyettesités 2

Def Legyen F formula, ¢ term, x valtozd. Az F[z/t] formulat a kévetkez6 mddon definidljuk:
e Ha F = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor Flz/t] = p(ti[z/t],..., t.[x/t]).
e Ha F' =1 vagy F =/, akkor a két esetnek megfeleléen F'|x/t] =1 vagy F[z/t] =].
e Ha ' = -G, akkor Flz/t] = =(Glz/t]).

Ha F = G e H, ahol ® € {V, A\, —, <}, akkor Flz/t] = Glx/t] @ H[z/t].

Ha F = QzG, ahol ) € {3,V}, akkor F[z/t] = F.

Ha F' = QuyG, ahol Q € {3,V} és y # z, akkor:

1. Ha y nem fordul el t-ben, akkor Flz/t] = Qy(G|x/t]).

2. Ellenkez6 esetben legyen z az els6 olyan valtozo, mely nem fordul el6 ¢-ben és F-ben.

Ekkor Flz/t] = Qz(Gly/z][z/t]).
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Helyettesités 3
e Példa (Jyp(x,y))[x/g9(y)] = F2p(9(y), 2).

e Lemma Legyenek u,t termek, = valtozd, A = (A, I, ) struktura. Ekkor:
Alule/l]) = A (W),
ahol a = A(t).
e Bizonyitas
— u = z. Ekkor u[z/t] = t. Igy:
Aulz/t]) = At) = a = Apea)(2) = Appsa) (u).
— u véltozd, u # x. Ekkor u[z/t] = u. lgy:

Afufe /1)) = A(u) = Apera(u).
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Helyettesités 4
e Bizonyitas folytatasa

—u = f(uy,...,u,). Ekkor u[z/t] = f(ui|z/t],... u,]x/t]). Az indukcids feltevés
szerint

A(Uz[x/t]) = A[z»—m}(uz) L= 1’ RRRRLE
fgy:
Aulz/t]) = A(f(urlz/t], ... unl2/t]))
= I(H)(A(ufz/t]), ..., Alunfz/t]))
= () (Apsa (1), - - Apsa) (un))
= A[m,_m](f(ul, e ,un))
= A[:m—)a] (u)
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Helyettesités 5

e Lemma Legyen F' egy formula, x egy valtozo, t egy term. Ekkor tetszoleges A struktirara

A(F[z/t]) = Apoa(F),
ahol a = A(t).
e Bizonyitas F' hossza szerinti teljes indukcioval, ahol atomi formula hossza 1.
— F =p(uy,...,u,). Ekkor Flz/t] = p(ui[z/t], ... u,[x/t]). lgy:

AF[z/t]) = Alp(uilz/t], ... ua[z/1]))
= I(p )(A(Ul[x/t]) - Alun[z/1]))
= [(P)(A[Ma}( u1), ... Apsa)(tn))
(Ug,...,u ))

z»—m (
- xn—m ( )
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Helyettesités 6
e Bizonyitas folytatasa

— F =t vagy F' =]. Trivialis.
— F =G eH. Ekkor Flz/t] = Glz/t] @ H[z/t]. Igy:

A(Flz/t]) = A(G[z/t] e H[z/t])
= A(G[z/t]) o A(Hlz/1])
= Apsa)(G) @ Apsa) (H)
= A[z»—m(G.H)
= ‘A[:c»—m(F)

— ' = =G, Hasonld az el6z6 esethez.
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Helyettesités 7
e Bizonyités folytatdsa Legyen @ € {3,V}.
— F = QuzG. Ekkor Flz/t]| = F. Igy:
A(Fla/t]) = A(F) = A (F),
mert x nem fordul elé szabadon F-ben.
— F = QuG, ahol y # z, y nem fordul el t-ben. Ekkor Flz/t] = Qy(Glz/t]). Igy:

AE Flz/t] & Qbe A Ay E Glo/t]
& @be A Ay pna F G
& Qbe A Apogy-n F G
& Apsg E QuG
& A[z._m} = F.
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Helyettesités 8
e Bizonyitas folytatasa
— F =QuyG, y # x, y elofordul t-ben. Legyen z az els6 olyan valtozd, mely nem fordul
el6 t-ben és F-ben, G' = Gly/z]. Ekkor Flz/t] = Qz(G'[x/t]) = (QzG")[x/1].

Mivel QzG’ hossza megegyezik az F hosszaval és z nem fordul el6 ¢-ben, ezért az
el6z6 eset szerint:

AE(QG)[z/t] & Apsa QG

De az indukcios feltevést hasznélva a 2. sorban,

Apsa E Q2G & Qc € A Apysyqjiosg = Gly/2]
& Qc € A Apsqiendiysd E G
& Qce A Ay F G
& Apoa F QUG
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Helyettesités 9

e Bizonyitas folytatasa

AEF/] & AR (Q:G)/1
< A[z»—m} ): QZG,

g A[z»—m} }: QyG
<~ A[w»—m} ): F.
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Helyettesités 10

e Kovetkezmény Legyen F' = QxG egy formula és y egy olyan valtozé, mely nem fordul el6
szabadon G-ben. Ekkor F' = Qy(G[z/y]).

e Bizonyitas Csak egzisztencialis kvantor esetére. Minden A strukturara,

AR y(Gle/y)) < Fbe A Ay = Glr/yl
& dbe A A[yﬁb}[sz]G

& dbe A A[z._)b] }: G
=

AEF.
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Normalformak

Normalformak 1

e Def Egy formulat kiigazitottnak neveziink, ha

1. Nincs olyan valtozo, mely kototten és szabadon is eléfordul.

2. Kiulonbozé kvantor el6forduldsok rendre kiilonbozd valtozdkat kotnek le.

e Kovetkezmény Minden formula ekvivalens egy olyan kiigazitott formuldval, mely el6éll a
formulabdl a valtozdk atnevezésével.

Esik Zoltn Logika a szdmitastudomanyban — slide #119

Normalformak 2

e Def Egy F' formula prenex alakd, ha

F = Q... QuynG

ahol G kvantormentes és minden (); kvantor.
e Allitds Minden F formuldhoz 1étezik ekvivalens prenex alaku kiigazitott formula.

e Bizonyitas F' felépitése szerinti indukcioval. Feltehetjiik, hogy F-ben nem fordulnak el
a — és < logikai jelek.

— F atomi formula. Ekkor F' prenex alaku és kiigazitott.

— F =t vagy F' =]. Ekkor F' ismét prenex alaku és kiigazitott.
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Normalformak 3
e Bizonyitas folytatasa

— F = =G. Legyen Qv ...Qny,H a G-vel ekvivalens prenex alaku kiigazitott for-
mula, mely az indukcids feltevés szerint 1étezik. Minden i-re legyen Q) egzisztencidlis
kvantor, ha (); univerzalis kvantor, és univerzalis kvantor, ha @); egzisztencialis kvan-
tor. Ekkor

Q1 - - Quyn(—H)

F-fel ekvivalens prenex alaku kiigazitott formula.
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Normalformak 4
e Bizonyitas folytatasa
— F =G4V G,y. Legyenek
- QuynHy & Qllzl ce Qgﬂzmﬂz

a (G1-gyel és Go-vel ekvivalens prenex alaku kiigazitott formulak. Felteheto, hogy az
Y; és z; valtozok paronként kiilonboznek. Ekkor

Qlyl cee Qnyanlzl cee Q;nzm(Hl V HQ)

F-fel ekvivalens prenex alaku kiigazitott formula.

— F = G1 ANGs. Az el6z6 esethez hasonldan.
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Normalformak 5
e Bizonyitas folytatasa

— F = QxG. Legyen Qv ...QnyH a G-vel ekvivalens prenex alaku kiigazitott for-
mula. Feltehetd, hogy = & {y1,...,y,}. Ekkor

QrQyr - . QuynH

F-fel ekvivalens prenex alaku kiigazitott formula.

e Megjegyzés Az is elérhetd, hogy az F-fel ekvivalens prenex alaku kiigazitott formula
magja konjunktiv vagy diszjunktiv normaélforma legyen (azaz literdlok diszjunkcidinak
konjunkcidja, vagy literalok konjunkcidinak diszjunkcidja).
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Normalformak 6

e Def Skolem normalforma egy

Ve,.. Vo, F

alaku kiigazitott formula, ahol F' kvantormentes.

e Azt mondjuk, hogy az F' és G formulak s-ekvivalensek, jelolés F' =, (G, ha F akkor és
csakis akkor kielégithetd, ha G az.

e Tehat a =, ekvivalencia relacié nagyon durvan osztalyozza a formulakat. Két osztaly: a
kielégitheto és a kielégithetetlen formulak.

e A kovetkezokben feltessziik, hogy az elsorendi nyelv minden n-re elegend6en sok n-rangu
fliggvény szimbolumot tartalmaz.
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Normalformak 7

e Tétel Minden F formuldhoz effektiven megadhaté vele s-ekvivalens Skolem normalforma.
e Bizonyitas Feltehetd, hogy F' = Qqx; ... Q,x,G alaki prenex alaku kiigazitott formula.

— Minden olyan i-re, amelyre ); = 3, elvégezziik a kovetkezd atalakitast.

— Legyenek zy,..., 2, az xy1,...,x;_1 valtozok kozott azok, amelyek univerzalis kvan-
torral vannak lekotve.
1. Toroljik a Q; kvantort a mellette levé x;-vel egytitt.

2. G-ben az x; minden el6forduldsat f(z1,...,zx)-val helyettesitjiik, ahol f 1j
fliggvény szimbolum.

Esik Zoltdn Logika a szamitastudoményban — slide #125

Normalformak 8

Az el6z6 konstrukcio helyessége az alabbi lemman mulik.

e Lemma Legyen F' egy Vx;...Vx,dyG alaka kiigazitott formula, ahol G nem feltétlentil
kvantormentes. Tegyiik fel, hogy az f n-rangu 4j fiiggvény szimbdélum. Ekkor

F = Vo,.. Vo, (Gly/f(x, ..., z,)]).

e Bizonyitas F minden modelljéhez elkészitheté a jobboldalon allé formula egy modellje,
és forditva.
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Normalformak 9

e Jelolje H a jobboldalon &ll6 formulat.

e Ha A E F, akkor legyen B ugyanaz, mint A, azzal a kiilonbséggel, hogy tetszbleges
ai,...,a, elemekhez I(f) rendeljen olyan b elemet, melyre

A[wy—}(ll}m[fﬂn’_)an][y'—}b] ): G
Elkor B |= H.
e Ha B E H, akkor B = F.

e Kovetkezmény Minden F' formuldhoz effektiven konstrudlhaté s-ekvivalens zart Skolem
normdlforma, melynek a magja konjunktiv (vagy diszjunktiv) normalforma.
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Normalformak 10

e Legyen X tetszoleges formulahalmaz. Megadunk egy olyan Skolem normalformakbdl allo
A halmazt, hogy ¥ akkor és csak akkor kielégitheto, ha A az.

e HaX = {Fy,..., F,}, akkor legyen G az Iy A...AF, Skolem normalforméja, és A = {G}.

e Ha X végtelen, akkor pld. eljarhatunk tugy, hogy ¥ minden F formuldjaban minden
x szabad valtozot egy 1j ¢ konstansjellel helyettesitiink, majd minden formulat Skolem
normalforméara hozunk tgy, hogy mindig 1j fiiggvényjeleket hasznalunk.
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Az elsorendii logika eldonthetosége

Eldonthetoség 1

Ebben a részben belatjuk azt, hogy az elsérendii logika algoritmikusan eldonthetetlen. Ehhez
feltessziik majd, hogy a nyelv egy bizonyos minimalis bonyolultsaggal rendelkezik.
[smert, hogy a Post megfelelkezési probléma, PMP algoritmikusan eldonthetetlen.

o Def
1. Adott: a {0,1} halmaz feletti nemiires szavakbdl all6 rendezett parok egy
(ug,v1), ..., (ug,vy) sorozata.
2. Kérdés: Létezik-e megoldas, azaz olyan 7q,...,7,, n > 1 index sorozat, hogy

Uiy + - - Ujy = Vg -+ - Uy -

n
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Eldonthetoség 2

e Tétel (Church) Nem létezik olyan algoritmus, mely tetsz6leges formulérdl eldonti, hogy
tautologia-e.

o Kovetkezmény Nem létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges formulardl eldonti, hogy a
formula

1. kielégitheto-e, ill.
2. azonosan hamis-e.

e Kovetkezmény Nem létezik olyan algoritmus, mely a formuldk egy tetszoleges ¥ véges
halmazardl és egy tovabbi F' formuldrdl eldonti, hogy ¥ | F teljesiil-e.
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Eldonthetoség 3

e Bizonyitas Adott
K = (Ul, Ul)? ) (Uk,’Uk) S {07 1}+ X {07 1}+

sorozathoz elkészitiink egy olyan Fy formulat, hogy Fx akkor és csak akkor tautoldgia,
ha K-nak létezik megoldasa.

e Felhasznaljuk az fy, fi 1-rangu fliggvény szimbdélumokat, a ¢ konstans szimbdélumot és a
p 2-rangu predikatum szimbdélumot.

e Tetszbleges u = ay ...an, € {0,1}* széra és t termre legyen f,(t) az

Jar (fas (- - (fan (1)) - )

term.
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Eldonthetoség 4
e Bizonyitas folytatas Legyen

FK = (Fl/\FQ) —)Fg,

ahol
Fl - /\p(fuz(c>7fvz(c))
F = V:Ny(p(x,y)—>/\p(fui(x),fvi(y)))

Fy = 3Jzp(z,2)
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Eldonthetoség 5
e Példa Legyen K a kovetkez6 sorozat: (0,01),(100,001),(10,0). Ekkor:

F =
p(fo(c), for(c)) A p(froo(e), foor () A p(fio(c), folc))
Fy = Vavy((p(x, y) —

(p(fo(@), for () A p(fr00(), foor () A p(fr0(2), fo())))

F3 = 3zp(z, 2).
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Eldonthetoség 6
e Bizonyitas folytatas
o Allitds Ha Fy tautoldgia, akkor K-nak van megoldésa.

e Tekintsiik az A = (A, I) struktirdt, ahol a harmadik komponenst azért nem jeloltiik,
mert Fx mondat.

1. A={0,1}*

2. I(c) = A, az iires sz6
I(fj): A=A, uwju,j=0,1
I(p) : A2 —{0,1}

I(p)(u,v) =1 < In>03iy,...,10,

U= Uiy - U, V=04 ...7;

n

Esik Zoltdn Logika a szamitastudoményban — slide #135



Eldonthetoség 7
e Bizonyitas folytatas

— Konnyen lathaté, hogy
./4 ): F1 és ./4 ): FQ.
— Valéban, A = Fy mert I(p)(u;,v;) teljesiil minden i-re.

— Ha pedig I(p)(u,v) teljesiil az u,v szavakra, akkor létezik olyan n > 0, iy,..., i,
hogy v = wyy ... u;,, v = v ...v;, . lgy tetszOleges i-re I(p)(usu,v;v) is teljesiil,
hiszen w;u = uzuy, - . . u;, €8 V;U = Vv, ... v;, . Tehdt A = F.

— Igy A = Fx miatt A = Fy.

— Ez éppen azt jelenti, hogy K-nak van megoldasa.
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Eldonthetoség 8
e Bizonyitas folytatas

Allitds Ha K-nak van megoldésa, akkor Fx tautologia.

[ J

o Legyen A = (A, ) tetszileges struktira. Be kell latnunk, hogy A | F.

e Ha A £ F) vagy A [~ Fy, ez nyilvanvald.

e Tegyiik fel, hogy A = Fy és A | F,. Jelolje iq,. .., i, a K egy megoldasat.

— Mivel ./4 ): Fl, ezért A ): p(fuzn(c)a fvin (C))
— Mivel A = F5, indukciéval adédik, hogy A = p(fuij___uin (c), fvij___vin (), 7=1,...,n.

— Specidlisan A | p(fulun (c), foi, v, (). Mivel w;, ...u;, = v; ..., ezért
A(fuzluzn (C)) = A(fvil---vin (C))? tehdt A ): Fs.
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Herbrand strukturak

Herbrand strukturak 1

e Tekintsiink egy tetszoleges olyan elsorendii nyelvet, mely legalabb egy konstans szim-
bélumot tartalmaz.

Jelolje Ty a zart termek (vagy alap termek) nemiires halmazat.

e Def Herbrand struktiranak neveziink egy olyan Ty = (Tp, Iy, ) struktirat, melyben
Lo(f)(ty, ... tn) = f(t1,... tp)
minden f n-rangu fiiggvény szimbdélumra és tq, ..., t, alaptermre.

e A predikdtum szimboélumok interpretaciéja és ¢ nem rogzitettek.
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Herbrand strukturak 2

e Lemma Tetszoleges t alaptermre

To(t) = t.
e Bizonyitas A t felépitése szerinti indukcioval.
e Lemma Tetszoleges F' formulara, x valtozora és t alaptermre
To(F[2/1]) = Topzsy (F).-

e Bizonyitas A helyettesitési lemmat alkalmazzuk.

To(Flz/t]) = Topetow(F)
= 76[:ci—>t](F)‘
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Herbrand strukturak 3

Tekintsiik ugyanazt az elsérendii nyelvet, mint amelyet Church tételében megismertiink.

Minden f,(c) alaptermet, ahol u € A*, A = {0,1}, azonosithatunk az u széval. gy Ty
azonosithato az A* halmazzal.

Tetszoleges a = 0,1 és u sz6 esetén

76(fa(fu(c))) = au.

Tehat egy 7o Herbrand struktira Iy(f,) fiiggvénye felfoghaté, mint az u — au, u € A*
fliggvény. Ezek szerepeltek a Chuch tétel bizonyitasaban.

Tehét a Church tétel bizonyitdsaban lényegében Herbrand struktiraval dolgoztunk
(izomorfizmus).
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Herbrand strukturak 4

Tétel Zart Skolem normélformék egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégitheto, ha
létezik Herbrand modellje.

Bizonyitds Az elegenddség nyilvanvalo.

A sziikségesség bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy Y-nak létezik egy A = (A, I) modellje.
Ezt felhaszndlva megadjuk a ¥ egy 7o = (To, Iy) Herbrand modelljét.

Legyen tetszoleges n-rangi p predikatum szimbolumra és tq, ..., t, alaptermekre

Azt, hogy To | X, ugy igazoljuk, hogy a kvantorok n szdma szerinti indukciéval belétjuk,
hogy 7o = F valahdnyszor A = F', minden F' zart Skolem normélforméra.
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Herbrand strukturak 5
e n=0. F felépitése szerinti indukciéval belatjuk, hogy To(F') = A(F).
— F =p(ty,...,t,) alaky, ahol a t;-k alaptermek. Ekkor

To(F) = Io(p)(To(tr),- .-, To(tm))
= [0(p)(t17 cee >tm)
- ](p)(A(tl)a tee 7A(tm))
— A(F).
— F =71, ] nyilvanvalo.
— "= G e H. Ekkor
To(F) = To(G) @ To(H) = A(G) e A(H) = A(F).

— I = =@ hasonlé.
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Herbrand struktuarak 6
e n > 0. Ekkor F' VaG alaki. Tegyiik fel, hogy A | F.

Ekkor tetszoleges a € A esetén Ay, ,q = G.

fgy minden ¢ alaptermre, Ap, a0 E G, azaz A |= Gz /1].

Az indukcids feltevés szerint ebbél Ty = Gl /t], azaz Top 7w F G-

Mivel ez minden t € Ty alaptermre igaz, ezért To = VG, igy Ty = F.
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Herbrand struktuarak 7

e Kovetkezmény Formuldk egy Y halmaza akkor és csak akkor kielégithetd, ha létezik
megszamlalhato modellje.

e Bizonyitas Az elegenddség trivialis. Tegyiik fel, hogy ¥ kielégithetd.

e Akkor az a ¥’ formula halmaz is kielégithetd, melyet gy kapunk, hogy ¥ minden for-
muldjaban minden x szabad valtozét egy csak x-tol fliggd 1j konstans szimbolummal
helyettesitiink.

e Ezek utan , skolemizaljuk” az 6sszes Y'-beli formuldt igy, hogy mindig j fliggvény szim-
bélumokat vezetiink be.

o Az el6alld A is kielégitheto, igy létezik Herbrand modellje, ami megszamlalhato.

e Ez egyben Y modellje is. Megfelel6 véltozé hozzarendeléssel ebbél eléall a ¥ egy
megszamlalhato modellje.
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Herbrand strukturak 8

Def Legyen F' = Vxq ...V, F* zart Skolem normalforma. Az F' Herbrand kiterjesztése az

alapformula halmaz.

Ha ¥ zart Skolem normalformék halmaza, akkor

Ex) = |JEWF)

ey
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Herbrand strukturak 9

e Kovetkezmény Zart Skolem normalformék egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégitheto,
ha E(X) kielégithetd.

e Bizonyitds

. kielégitheto <

Y-nak létezik Herbrand modellje <

Van olyan 7y Herbrand struktira, hogy 7o = F minden F' € E(Y) formuldra <
E(X¥)-nak létezik Herbrand modellje <

E(Y) kielégithetd.

AR Sl B S

e Megjegyzés E(X) akkor és csak akkor kielégithetd, ha itéletkalkulusi értelemben az.
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Herbrand strukturak 10

e A fenti eredmények egyenléséges elsorendii logikara is érvényesek a Herbrand struktira
definicidjanak megfelel6 modositasaval.

e A mdédositas abban all, hogy nem a Tj alaphalmazt kell venni, hanem ennek egy megfelel6
kongruencia relécio szerinti hanyadosat.

e A megszamlalhaté modell 1étezésére vonatkozd eredmény fiigg attél, hogy a fiiggvény
szimbolumok halmaza megszamlalhato.
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Ismét az eldonthet6ségrol

Eldonthetoség 11, 1

e Tétel Formuldk kleleglthetetlensege félig eldonthet6: Létezik olyan algoritmus, mely
tetszoleges F' formuldara ,,igen” vélasszal all meg, ha F kielégithetetlen, és , nem” vélasszal
all meg, vagy nem all meg, ha F kielégitheto.

Bizonyitas
Készitsiink F-fel s-ekvivalens zart Skolem normalformat. Jelolje ezt G.

Végtelen ciklusban generdljuk n = 1,2, ...-re E(G) elsé n elemét: Gy, ...,G,. (Ha E(G)
véges, valahonnan ugyanazokat a formulédkat generaljuk.)

Ha {G,...,G,} valamely n-re kielégithetetlen, akkor G és F' is az.

{G1,...,G,} akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha az itéletkalkulusi értelemben az. Ez
eldontheto.

Ekvivalens megfogalmazas A kielégithetetlen formulak halmaza rekurzivan felsorolhato:
Létezik olyan algoritmus, mely felsorolja a kielégithetetlen formuldkat.
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Eldonthetoség 11, 2

Kovetkezmény A kielégitheté formuldk halmaza nem félig eldonthetd.

Bizonyitas Ellenkez6 esetben a kielégithetdség eldonthet6 lenne, ami ellentmond Church
tételének.

Tth. a kielégithetoség félig eldontheté egy A algoritmussal. Legyen B a
kielégithetetlenséget félig eldonté B algoritmus.

Adott F formulara futassuk az A és B algoritmust parhuzamosan lépésenként. Valamelyik
,igen” valasszal megéll F-en . Ha ez az A algoritmus, akkor F' kielégithet6. Ha ez a B,
akkor F' kielégithetetlen.

Megjegyzés Ha egy probléma és ellentettje is félig eldonthet, akkor a probléma
eldontheto.

Mas megfogalmazas A kielégithet6 formulak halmaza nem rekurzivan felsorolhatoé.
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Eldonthetoség 11, 3

Kovetkezmény A tautolégidk halmaza rekurzivan felsorolhato.
Bizonyitas F' akkor és csak akkor tautoldgia, ha —F' kielégithetetlen.

Kovetkezmény Legyen ¥ véges halmaz. Azon F' formuldk halmaza, melyekre ¥ = F|
rekurzivan felsorolhato.

Bizonyitds Legyen ¥ = {Fy,..., F,}. ¥ = F akkor és csak akkor, ha
(FA\N...NF,) = F

tautologia.

Az el6z6 allitas akkor is igaz, ha 3 rekurzivan felsorolhato.
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A kompaktsagi tétel

Kompaktsagi tétel 1

Tétel Egy ¥ formula halmaz akkor és csak akkor kielégithet6, ha minden véges
részhalmaza az.

Bizonyitds A sziikségesség nyilvanvalé. Az elegend6ség bizonyitasa:

Minden formuldban minden szabad valtozé helyébe helyettesitsiink egy 1ij konstans szim-
bolumot. Ezéltal elérhetd, hogy > mondatokbdl élljon.

Minden 3-beli mondatot hozzunk Skolem normalformara 1j fliggvényszimbdélumok
segitségével.

Y akkor és csak akkor kielégithetd, ha az el6allé > az. (X' minden modellje a ¥ modellje
is, és ¥ minden modelljéhez elkészithet6 a 3 egy modellje.)

Teljesen hasonléan, a ¥ egy véges ¥y részhalmaza akkor és csak akkor kielégitheto, ha a
beldle eléallé 3 az.
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Kompaktsagi tétel 2
e Bizonyitas folytatasa

e De ¥ minden véges részhalmaza kielégithet, igy a ¥/ és az FE(YX') minden véges
részhalmaza is.

o Az itéletkalkulus kompaktsédgi tétele szerint igy E(3') kielégitheto.
o foy ¥/ és ¥ is kielégithetSek.

o Kovetkezmény Legyen Y formuldk halmaza, F' egy formula. ¥ | F akkor és csak akkor
teljesiil, ha létezik olyan véges ¥y C ¥ halmaz, hogy ¥ = F.
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Kompaktsagi tétel 3

e Ebben a részben struktirdn A = (A, ) alaku rendezett part értiink, tehéat elhagyjuk
a valtozé hozzdrendelést. Ha KC struktirdk osztélya, ¥ mondatok halmaza és A = X
minden A € I struktiréra, akkor azt is irjuk, hogy K = .

e Mint kordbban, ha IC struktirdk egy osztalya, akkor Th(KC) jeldli a K elméletét, azaz azon
mondatok halmazat, melyek teljesiilnek minden C-beli struktiraban: Th(KC) = {F : K |=

e Ha pedig ¥ mondatok halmaza, akkor Mod(X) azon struktirdk osztalya, melyekben
érvényes X: Mod(X) = {A: A X}

e Példa N = (N,+,-,0,1,<) a természetes szdmok szokdsos struktirdja, Ar = Th(N).
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Kompaktsagi tétel 4

e Allitds Ar-nak létezik olyan (megszémlalhaté) modellje, mely nem izomorf az N
struktiraval (nemsztenderd modell).

e Bizonyitds Legyen ¢ 1j konstans szimbdélum és jelolje n az (((L+1)+1)...+ 1) termet
minden n természetes szdmra. (Az 1 n-szer szerepel. Ha n = 0, akkor ez a term 0.)

e Minden adott ng-ra ArU{—(c =mn) : 0 < n < ny} érvényes abban a struktiraban, melyet
gy kapunk, hogy AV-ben a c konstans jelet ny-nal nagyobb szammal interpretaljuk.

e Igy a kompaktsdgi tétel miatt a ¥ = Ar U {=(c =n) : n > 0} halmaz kielégithetd, azaz
létezik modellje.

e De ¥ minden modellje végtelen. Ezért létezik megszamlalhatéan végtelen modellje.

e Egy ilyen struktita Ar nemsztenderd megszamlalhaté modellje.
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Kompaktsagi tétel 5

o Allit4s Egyenloséges nyelvben legyen Y olyan mondat halmaz, melynek minden n
természetes szamra létezik legaldbb n elemszamu véges modellje. Akkor Y-nak létezik
megszamlalhatéan végtelen modellje.

Bizonyitas

Legyen adott n-re F), olyan mondat, mely azt fejezi ki, hogy legalabb n elem van, pld.

Jxy ... 32, /\—|(xZ = ;).

1<j

A Y =X U{F, : n > 1} halmaz kielégithetd, igy van megszamlalhaté modellje, mondjuk
A.

A nem lehet véges, igy a ¥ megszamlalhatoan végtelen modellje.
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Kompaktsagi tétel 6

Kovetkezmény Ha a struktirdk egy K osztdlyaban minden n-re létezik legalabb n
szamossagu véges struktura, akkor a IC-ban 1évo véges modellek osztalya nem gyengén
axiomatizalhato.

Bizonyitds Az éllitas az, hogy nem létezik olyan 3 mondat halmaz, hogy Mod(X) pontosan
a IC-beli véges struktirdk halmaza. Ez nyilvanvalo az el6z6 allitasbol.
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Kompaktsagi tétel 7

Allitas Ha K = Mod(X) és ha K végesen axiomatizalhat6, akkor létezik olyan ¥y C %
véges halmaz, melyre K = Mod(%).

Bizonyitas Roviden kimondva azt kell igazolnunk, hogy végesen axiomatizalhaté osztaly
minden axiéma rendszere tartalmaz véges axidéma rendszert.

Legyen A véges axiéma rendszer. Ekkor ¥ = F teljesiil minden F' € A formuléra.

Mivel A véges, a kompaktsagi tétel felhasznalasaval adodik, hogy van olyan ¥y C ¥ véges
halmaz, hogy minden F' € A formuldra 3y = F.

Mod(2,) 2 Mod(X) = K.
Mod(%y) € Mod(A) = K.
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Kompaktsagi tétel 8

o Allitds A struktirdk egy K osztalya akkor és csak akkor végesen axiomatizalhato, ha K
és a K komplemense, K is gyengén axiomatizalhato.

e Bizonyitds Sziikségesség: trividlis.
e Elegenddség. Tegyiik fel, hogy K = Mod(X) és K = Mod(A).
e Mod(X UA) =Mod(X) N Mod(A) = 0.

e A kompaktsagi tétel miatt igy van olyan ¥g C ¥ és Ay C A véges halmaz, hogy Mod(3y)N
MOd(Ao) = MOd(ZO U A()) = @

o Mivel Mod(Eg) 2 K, Mod(Ag) 2 K és Mod(So) N Mod(Ag) = 0, ezért Mod(X,) = K,

MOd(Ao) =K.
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Kompaktsagi tétel 9

e Példa Minden p primszamra a p karakterisztikaju testek osztdlya végesen axiomatizalhato:
F U {p =0}, ahol F a test axiémdk véges halmaza.

e Példa A 0 karakterisztikaju testek osztdlya gyengén axiomatizdlhatd, de nem axioma-
tizdlhato végesen.
Valéban, egy axioma rendszer: F U {=(p = 0) : p primszdm}.
Ez nem tartalmaz véges axiéma rendszert, mert minden p primszémra létezik p karakter-
isztikaju test.

e Példa Igy a pozitiv karakterisztikdju testek osztdlya nem gyengén axiomatizalhato.
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Alap rezolucio

Alap rezolicio 1

e Legyen ¥ zart Skolem norméalformak halmaza dgy, hogy minden 3-beli formula magja
konjunktiv normalforma. Az el6z6ek szerint 3 akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha
E(Y) az. Jelolje E'(X) az E(X)-beli formuldk klézainak halmazit. Az itéletkalkulus
rezolucids tételébdl kapjuk az alabbi eredményt.

e Tétel 3 akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha E’(X)-bdl levezethetd az tires kléz az
aldbbi alap rezoliciés szaballyal:
Cy U{l}, Cyu{~l}
Cy Uy

ahol C1, Cy alap klézok és [ alap literal.

Esik Zoltn Logika a szamitastudomanyban — slide #164

Alap rezolicio 2

Példa ¥ = {F'}, F =Vx(p(z) A —p(f(x))).

Ty = {a, f(a), f*(a),..., [*(a),...}

E'(2) = {p(a)}, {=p(f ()}, {p(f(a)}. {=p(f*(a))},. . .}

L. {p(f(a))} E(¥) kléza

2. {-p(f(a))} E'(X) kloza
3. O 1 és 2, rezolucidval
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Alap rezolicioé 3
e Példa X = {F}, F =VaVy((—p(z) V —-p(f(a)) Vqy) Ap(y) A (=p(g(b,z)) V —q(b)))

{-p(f(a)),q(b)}

{p(f(a))}

{q(b)} 1. é 2.
{p(g(b,a))}

{—p(g(b,a)), ~q(b)}

{—q(b)} 4. és 5.
0 3. és 6.

NOo otk W
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Alap rezolicio 4
e Az alap klézok hasznélata elkeriilhetd.
o Példa X = {F}, F' = VaVy(p(x, g(y)) A p(f(y),z))
o Cr={p(z,9(y)}, C2 = {-p(f(y). 2)}

1. {p(f(2),9(y)} Ci [z/f(z)] helyettesitéssel

2. {=p(f(2),9(y)} Cs [y/2l[z/g(y)] helyettesitéssel
3. O 1. és 2.
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Egyesités

Egyesités 1

e Def Legyen s = [z1/t1]...[x,/t,] helyettesitések sorozata. Ekkor tetszoleges t termre a
ts termet n szerinti indukciéval definialjuk:

—n=0:ts=1¢.
—n>0: ts = (tfxy/t1] ... [Tp-1/tn-1])[@n/ts)-

e Az n = 0 esetben s-et [|-val is jeloljik. Ha a t;-k mindegyike alap term, s-et alap
helyettesitésnek nevezziik.

e Példa

flxg)lx/gWlly/al = f(g(a),g(a))
f,9W)ly/allx/g(y)] = flg(y),g9(a))
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Egyesités 2
e Def Legyen [ literél, C kléz (azaz literdlok véges halmaza), s helyettesités. Ekkor

Is { p(t1s, ..., tps)  hal=npty,... t,)

—p(t18,...,t,s) hal=—-p(ty,... t,)

Tovabba Cs = {ls: 1 € C}.

e Def Legyen C = {ly,...,1,} kloz, s helyettesités. Azt mondjuk, hogy s a C' egyesitdje, ha
lis =...=l,s. Azt mondjuk, hogy C egyesitheto, ha létezik egyesitéje.
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Egyesités 3
e Példa A C' = {p(g(z),v),p(y,g(a))} kl6z egyesithets:

p(9(x),y)ly/g9(x)l[x/a] = p(g(a),g(a))
p(y, 9(a)ly/g(x)][z/a] = p(g(a),g(a))

e Lemma Legyenek [q,ly literalok, I # Is. fgy létezik olyan pozicié, ahol [; és [y
kiillonboznek. Ha {l1,ls} egyesithetd, akkor
— az els6 olyan pozicion, ahol kiillonboznek, az egyik literalban egy valtozd van,

— a masik literdlban pedig olyan ¢ term elsé szimbdoluma, amelyben ez a valtozé nem
fordul elé.
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Egyesités 4

e Tétel Létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges C' klozra eldonti, hogy C' egyesitheto-e,
¢és ha egyesithetd, akkor elkészit egy legaltalanosabb egyesitot, azaz egy olyan s egyesitot,
hogy valahényszor s’ egy masik egyesité, s’ = ss” valamely s” helyettesitésre.

o Megjegyzés A legaltalanosabb egyesité, ha létezik, lényegében egyértelmiien
meghatarozott.
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Egyesités 5
o Az egyesitési algoritmus
o si= |
e Mindaddig, mig |C's| > 1,

— Hasonlitsuk 6ssze C's elemeit, és keressiik meg az els6 olyan poziciot, ahol két literal
kiilonbozik.

— Ha ezen a pozicion egyik literdlban sem valtozé van, akkor C' nem egyesithetd.

— Ha az egyik literdl mondjuk az x valtozét tartalmazza ezen a pozicién a masik
literalban pedig egy t term elsé szimboluma &ll, akkor

x ha x el6fordul t-ben, akkor C' nem egyesithetd,
« killonben legyen s := s[z/t].

e Ha a ciklus sikeresen lefut, s a C' legdltalanosabb egyesitoje.
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Egyesités 6
C = {-p(f(z 9(a,y)), h(2)), ~p(f (f(u,v),w), h(f(a, b))}
e s0=|].

s1= [2/[f(u,v)]

Csi = {=w(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(u,v))),
ﬁp(f(f(”? U)’ ’LU), h(f(a> b)))}

s2 = sifw/g(a, y)] = [2/ f(u, v)][w/g(a, y)]

Csy = {_'p(f(f(u>v)7g(a7 y))? h(f(u,v))),
_‘p(f(f(u7v)7g(a7 ))7 h(f(a7 b))>}
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Egyesités 7

o 53 = s9(u/al

o s1=s3[v/b] = [2/[(u,v)][w/g(a,y)][u/a][v/b]
Csa = {=p(f(f(a;b),9(a,y)), h(f(a; b))}

e ( egyesithetd, sy a legaltalanosabb egyesito.
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ElsOorendu rezolucid

ElsOorendu rezolucio 1

e Def Legyenek C és Cy klozok. Egy R klozt a C) és Cs rezolvensének neveziink, ha:

— Léteznek olyan sq, so valtozo atnevezések, hogy Cs; és Cys9 nem tartalmaznak kozos
valtozot.

— Léteznek olyan [y, ... [, € C1s1 és |, ... Il € Cysy literalok, ahol m,n > 1, hogy
C={ly,....L, 0, ..., 1}

egyesithetd az s legaltalanosabb egyesitével és ezek az Osszes olyan literalok, ame-
lyeket az s egyesit.

- R == ((0181 — {ll, ey lm}> U (CQSQ — {lll, cony l;}))s
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Elsorendii rezolici6 2
e Példa Cy = {p(f(x)),~q(2),p(2)} és Cy = {—p(z),r(g9(x),a)} egy rezolvense

R ={=q(f(2)),r(g(f(x),a))}

Ehhez eloszor Cs-ben nevezziik at x-et y-nal.
Cis1 = {p(f(2)),~a(2), p(2)} és Casa = {-w(y),r(9(y),a)}.

Tekintsiik a {p(f(x)),p(2),p(y)} klozt.

Legéltaldnosabb egyesité: s = [z/f(x)][y/ f(z)].
((Crs1 = {p(f(7)),p(2)}) U (Casa — {=p(y)}))s = R.
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Elsorendi rezolicio 3

e Def Legyen ¥ klézok halmaza.

Resp(X) = X
Res,11(X) = Res,(X)U{R:3C,,C; € Res,(Y)
R a C és Cy egy rezolvense}
Res* (X)) = U Res, (X))

e Tudjuk, hogy Res™(X) a legszilikebb olyan kléz halmaz, mely tartalmazza Y-t és zart az
elsorendii rezoluciéra.
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ElsOorendu rezolticio 4

e Def Az aldbbiakban azt mondjuk, hogy a klézok egy ¥ halmaza kielégitheto, vagy
kielégithetetlen, ha univerzalis lezartjaik halmaza az.

o Tétel (Az elsérendii logika rezolicios tétele) Klozok egy ¥ halmaza akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha (J € Res*(X).

e Atfogalmazds: Klézok egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha O levezet-
het6 Y-bdl a rezoliucids szabaly ismételt felhasznéalasaval.
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Elsorendu rezolicid 5

F = VaVyvz

[(=p(x) v g(z) vV r(z, f(z) A (=ple) V q(z) Vs(f(x)))
Ap(a) At(a) A (—r(a,z) Vt(2))
A=t () Vv =g(z) A (=t(y) vV —s(y))]

o F kielégithetetlen-e?

Y= {{p@),q(@),r(z f(2)}, {=p(@),q(z),s(f(2))},
{p(a)}, {t(a)}, {=r(a,2),1(2)},
{7t(@), ~q(@)}, {~t(y), ~s(y)}}

e Y kielégithetetlen-e?
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Els6rendii rezolicié 6

[ levezethet6:
L A{~t(z), q(z)} 9. {d(a),r(a, f(a))} 4.7
2. {t(a)} 10. {r(a, f(a))} 3.,9.
3. {—q(a)} 1.,2. 11. {-r(a,z2),t(2)}
4. {p(a)} 12. {t(f(a))} 10.,11.
5. {-p(x),q(x),s(f(x))} 13. {=t(y), ~s(y)}
6. {q(a),s(f(a))} 4.5. 14. {=s(f(a))} 12.,13.
7. {-p(x),q(x),r(x, f(x))} 15. O 8.,14.
8. {s(f(a))} 3.,6.
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ElsOorendu rezoltcid 7

e Lemma (Lift lemma) Legyenek C,Cy klézok, és legyenek Cf és Ch a Cy és Cy alap
példanyai. Ha R’ a C] és CY egy rezolvense (az itéletkalkulusi értelemben), akkor 1étezik
a C és Cy egy olyan R rezolvense, melynek R’ egy alap példanya.

e Bizonyitas
e Legyenek s; és sy olyan valtozé atnevezések, hogy Cis; és Cysy valtozdi kiilonboznek.

e Vildgos, hogy (' és C} rendre a Cysy ill. Cysy alap példanyai is. Tovabbd létezik olyan s
alap helyettesités, hogy C] = Cys1s, C) = Cys3s.

e Mivel R a (] és CY egy rezolvense, létezik olyan [ alap literédl, hogy

leCl, el R =(C —{)u(c,—{}).
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Elsorendu rezolicid 8

e Mivel [ € C] = (515, léteznek olyan [y, ..., 1, € C}sy literdlok, ahol m > 0, hogy

l:lls:...:lms.
e Hasonldan, léteznek olyan [}, ...,l!, € Cys5, n > 0 literdlok, hogy
I=ls=...=1s.

o Mivel C = {ly,... L, 14, ..., 1"} egyesithetd, ezért létezik a Oy és Cy aldbbi R rezolvense.

e Legyen sy a C' legédltalanosabb egyesitéje. Ekkor

R == ((0181 — {ll, ey lm}> U (CQSQ — {lll, cony l;}))SO
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Els6rendi rezolicio 9
e Mivel sy a legédltalanosabb egyesito, 1étezik olyan r helyettesités, hogy s = sor.

e Ekkor:

R = (Ci-{puC-{)
Cisis — {l}) U (Casas — {l})
(Cys1 —{ly -l }) U (Cosg — {15, ..., 1L })s
(0181 — {ll, cony lm}) U (0282 — {lll, ey l;}))SOT’
= Rr.

(
(
(
(

e Tehdit R’ a C és Cy egy rezolvensének alap példanya.
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ElsOorendu rezolucio 10

e A rezoliciés tétel bizonyitasa

Elegenddség

Tetszoleges F' formula univerzalis lezartjat jelolje VF'.

Elegendd azt megmutatni, hogy amennyiben R a C és Cy egy rezolvense, akkor

{VC1,VCs} k= VR.

Legyen

((0181 - {ll, ey lm}> U (CgSQ - {lll, cony l;}))s
(Crs1s — {l}) U (Cases — {l}),

ahol s az {ly,. .. .7} legaltalanosabb egyesitdje és | = I, s.
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Els6rendii rezolicio 11
e Tegyiik fel, hogy A = VC, és A = VCy, de A - VR.

Ekkor 1étezik olyan A’ struktira, mely abban kiilonbozik A-t6l, hogy a valtozoknak is
értéket ad, és amelyre A’ [~ R.

Ekkor A’ £ Cys1s — {1} vagy A’ [~ Cysys — {1},
Ugyanakkor, mivel A = VC és A |= VCs, ezért A" = Cis15 és A’ = Casas.
gy A= 1és A' = 1. Ellentmondés.
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Elsorendu rezoltcid 12

o Sziikségesség (teljesség)

e Tegyiik fel, hogy X kielégithetetlen.

e Az alap rezolicids tétel szerint létezik az alap klozok olyan Cf,...,C! = [ sorozata,
hogy minden i-re C; egy ¥-beli kl6z alap példanya, vagy valamely j, k < i-re a Cj és C},
rezolvense.

e A lift lemma felhasznalasaval ebbdl elkészitheto a klozok egy olyan C4, ..., C, sorozata,

hogy minden i-re C] a C; egy példanya, és minden i-re C; € ¥ vagy valamely j, k < i
mellett C; a C; és O} egy rezolvense.
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Linearis rezolicio

Linearis rezolucié 1
e Def Legyen X kl6zok halmaza. Azt mondjuk, hogy egy C' kloz linedris rezolicioval leve-
zetheto Y-bol, ha létezik egy olyan

Co,...,C,

kléz sorozat, hogy Cy € X, C,, = C, ési > 0 esetén C; a C;_; és egy ZU{Cy, ..., C;_1}-beli
un. oldal kloz rezolvense. A Cy klézt a levezetés bazisanak nevezziik.
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Linearis rezolicid 2
o X = {{p7 Q}> {pa _‘Q}, {_'pa Q}> {_'pa _‘Q}}

e Linedris rezolicios levezetés:

L A{p,q}
2. {p} 1.{p,—~q}
3. {at  2.{-wq}
4. {-p} 3.{-w g}
5. O 4., 2.
Esik Zoltn Logika a szamitdastudomanyban — slide #191

Linearis rezolucié 3
e Ha linearis rezoluciéval levezetheto -bél [, akkor rezolucidval is, igy ¥ kielégithetetlen
(azaz a X-beli klozok univerzélis lezartjainak halmaza kielégithetetlen).

e A forditott iranyu allitas a linearis rezolucié teljessége. Ennek igazolasahoz, a lift lemma
miatt, szoritkozhatunk az itéletkalkulus klézaira.

e Def Legyen X az itéletkalkulus klézainak halmaza, [ egy literal.

— A ¥, az a halmaz, melyet tigy kapunk %-bdl, hogy elhagyunk minden l-et tartal-
mazo klézt, majd a maradék kl6zokbol elhagyjuk [ minden el6fordulasat.

— A ¥)—1 az a halmaz, melyet gy kapunk 3-bél, hogy elhagyunk minden [-et tartal-
mazdé klézt, majd a maradék klézokbdl elhagyjuk [ minden el6fordulasat.
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Linearis rezolucié 4
e Vildgos, hogy A |= 3 akkor és csak akkor, ha A(l) =1 és A = ¥—y, vagy A(l) = 0 és
AE Y.

° fgy > akkor és csak akkor kielégitheto, ha ¥,y vagy 3;—; kielégitheto.

e Tétel (A linedris rezolucid tétele) Klézok egy ¥ halmaza akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha Y-bol levezethet6 az tires kléz linearis rezoluciéval.
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Linearis rezolucio 5

e Bizonyitas Csak az itéletkalkus esetére.

Az elegendGség nyilvanvald. A sziikségesség bizonyitdsahoz tegyik fel, hogy X
kielégithetetlen.

A kompaktsagi tétel miatt az is feltehetd, hogy ¥ véges.
e A XY-ban szerepld valtozok n szama szerinti indukciéval belatjuk az aldbbit:

Ha ¥/ C ¥ minimélis kielégithetetlen halmaz és C' € ¥/, akkor [J levezethetd
37-bdl olyan linedris rezolicids levezetéssel, mely bazisa C.

n = 0. Ekkor ¥ = {{J} és az éllitds nyilvanvalo.
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Linearis rezoliicio 6
e n > 0. Legyen ¥ C ¥ minimalis kielégithetetlen halmaz. Ha Y'-ban < n — 1 véltozo

fordul el6, akkor az indukcids feltevés alkalmazasaval készen vagyunk. Tegyiik tehat fel,
hogy Y'-ben n véltozé fordul el6. Legyen C' € .

1. eset |C| =1, azaz C = {l} valamely [ literélra.

Ekkor Xj_, kielégithetetlen.

Legyen ¥" a ¥;_, minimélis kielégithetetlen részhalmaza.

Létezik olyan " € %" kl6z, amelyre C' U {I} € ¥'. (Ellenkezd esetben X" a ¥ — {C}
kielégithetetlen részhalmaza, ellentétben 3’ minimalitdsanak.)
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Linearis rezolticidé 7
e Mivel ¥-ben legfeljebb n — 1 véltozé fordul eld, 1étezik ¥"-feletti
C'=Cy,Ch,...,Cp =10 lineéris rezoliciés levezetés.
e Mivel C" a C = {I} és C" U {I} ¥'-beli klézok rezolvense, ezért

C,C'Cy,...,Cp =0 aX U feletti linedris rezoliiciés levezetés.
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Linearis rezolucié 8
o Vegyiik vissza a C;, i > 1 klézokba az [ literalt, ahol esetleg elhagytuk. fgy egy Y/-feletti
c,c,cy,....c
linedris rezolticids levezetéshez jutunk, ahol C! = O vagy C’ = {I}.

e Ha C!, = [J, készen vagyunk. Ha C! = {I}, akkor a sorozatot az iires klézzal folytatva
Y/-feletti linedris levezetéshez jutunk (mert {i} € 3).
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Linearis rezolucio 9

e 2. cset |C| > 1. Legyen l € C, C" = C — {l}.

Ekkor C' € ¥j_,.

Y _, — {C"} kielégithets. (Valéban, mivel 3 - {C'} kielégitheto, 1étezik olyan A, melyre
AEY —{C}. Mivel A }£ Y, ezért AW C. Igy I € C miatt A(l) = 0. Kovetkezésképp
AEXL, —{C"})

Ugyanakkor j_, kielégithetetlen. Legyen ¥” a ¥ , minimalis kielégithetetlen
részhalmaza. Az el6zdek miatt C' € X,

Az indukciés feltevés miatt létezik X" felett egy

C'=Cy,C,...,Cpn =10 lineéris rezoliciés levezetés.
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Linearis rezolicio 10
e Vegyiik vissza l-et mindenhova, ahonnan elhagytuk. Igy elédll egy ¥'-feletti

C=Cy,Cf,...,C  linedris rezoliicids levezetés.

Ha C! =0, készen vagyunk. Ellenkezé esetben C! = {l}.

Mar lattuk, hogy a ¥’ — {C'} minden modellje 0-4t rendel I-hez. Ezért (X' —{C})U{{l}}
kielégithetetlen.

Az 1. eset szerint 1étezik (X' — {C}) U {{l}} felett egy

{l} =C§,CY,...,C =0 lineéris rezolicids levezetés.

Felteheto, hogy CY, ..., C} I-t6] kiilénboznek.

C=CyCp, ..., Ch ={1},07,...,C! =0 a keresett levezetés.
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SLD rezolucio

SLD rezolucid 1

e Csak Horn kl6zok halmazaira teljes. (Logikai programozasban fontos eset.)
e Def Horn kléz: olyan kléz, melyben legfeljebb egy literal pozitiv.

e Def Negativ kloz: minden literdl negativ. Program kloz, vagy definit kloz: nem negativ
Horn kléz.

e Def Legyen ¥ Horn klézok halmaza. Egy Cy, C1, ..., C,, Y-feletti linearis rezolicids leve-
zetést SLD-levezetésnek neveziink, ha Cj negativ kléz.

. fgy i > 0 esetén C; a C;_1 és egy X-beli program kloz rezolvense.
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SLD rezolucid 2

e Tétel Legyen ¥ Horn klézok halmaza. Ha a C € X negativ béazis klozbdl levezethetd az
tires kloz, akkor ¥ kielégithetetlen. Forditva, ha a C' negativ kléz benne van ¥ valamely
minimalis kielégithetetlen részhalmazaban, akkor az iires kloz SLD rezolicidval levezet-
het6 X felett a C' bazis klozbdl.

e Bizonyitas Az 1. allitas nyilvanval6. A 2. bizonyitasahoz tekintstink egy olyan minimalis
kielégihetetlen 3’ részhalmazt, mely tartalmazza C-t. Az eléz6 tétel bizonyitdsa szerint
létezik olyan X'-feletti linearis rezolucids levezetése az iires kléznak, melynek bézisa C'.
Ez egyben SLD rezoltcids levezetés is.
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SLD rezolucid 3

e Kovetkezmény Horn klézok egy 3 halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha SLD
rezoluciéval levezetheto beldle az tires kléz.

e Megjegyzés Amennyiben ¥ egy kivétellel program klozokbdl all, ugy akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha a benne 1év6 negativ klozbdl indulva SLD rezolucioval levezethetd az
iires kloz.
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A logikai programozas alapjai

Logikai programozas 1

e Alap feladat Adott V((Q1 A ... A Q) — P) alakt univerzalis formuldk ¥ véges halmaza,
ahol Q1,...,Q,, P atomi formuldk, és adott egy I(R1 A ... A R,,) egzisztencidlis formula,
ahol Ry, ..., R, atomi formuldk, igaz-e, hogy

YEIRIAN...AR)?

o Atfogalmazas Adott {P,—Q,...,—Q,} program klézok egy véges ¥ halmaza (azaz egy
logikai program), és egy {—Ry,..., R, } kérdés kloz, vagy cél kloz, kielégithetetelen-e a
YU{{-Ry,...,~R,}} kl6z halmaz?
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Logikai programozas 2

e Példa

S i (a) {szereti(Eva,alma)}, (b){szereti(Eva, bor)},

(¢) {szereti(Addm, ), —szereti(z, bor)}
Cél: {—szereti(Addm, y)}

1. {-szereti(Addm, y)}
2. {—szereti(y, bor)} 1., (¢), [x/y] helyettsitéssel
3. O 2.,(b), [y/Eva] helyettsitéssel

Tehat:
{szereti(Eva, alma), szereti(Eva, bor),
Va(szereti(z, bor) — szereti(Adam, 2))} = Jy szereti(Adam, y)
Pld.: y = Eva.
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Logikai programozas 3

e PROLOG szintaxissal az el6z6 példa:

szereti(eva, alma).

szereti(eva, bor)

szereti(adam, X) :— szereti(X, bor)
? :— szereti(adam, )

Esik Zolt4n
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Logikai programozas 4

e Példa
Yo {x+0=z}, {z+y =(+y)}
Cél: =(0" + 0" = u)

° Atfogalmazés
Cél: {=(A(0",0",u))}
. {_|A(0/l/’ 0//7 U)}
- {RA(0", 0, 2)}
}

. {=A(0",0,0)
O

=~ N

A 3. 1épésben a (b) klézra a [z/w] valtozd
Tehat: usisqess = 0" azaz A(0”, 0", 0"").

(
(
(@), s3 = [x/0"][w/0"]

X (a) {A(x,0,2)}, (b) {A(z,y, #), ~A(2,y,2)}

)

b), s1 = [x/0"[y/0[u/]
b)

= [x/0"][y/0][z/w']

, S1
, 52

atnevezést alkalmaztuk.

Esik Zolt4n
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Logikai programozas 5
e Def Legyen ¥ logikai program, G = {—Ry, ..., "R, } kérdés kloz.
e Konfigurdcié: (G, s), ahol G negativ kldz, s helyettesités.

e Legyenck (G, s) és (G, s') konfiguracick. (G,s) F (G',s") akkor és csak akkor, ha van
olyan program kléz, melynek G’ a G-vel alkotott rezolvense, melynek képzésében az r
legéltalanosabb egyesitot hasznéltuk, tovabba s’ = sr.

e Kiszamitdas: Minden (G,[]) F (Gi,s1) F ... F (G, Sm) véges sorozat, ahol G a kérdés
kloz.

e Egy kiszamitas sikeres, ha utolsé tagja (O, s) alak.

e Sikeres kiszamitds eredménye: (Ry A--- A R,)s, ahol (O, s) az utolsé tag.
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Logikai programozas 6
o Tétel
— A X-beli klézok univerzalis lezartjai halmazanak akkor és csak akkor logikai
kévetkezménye I(Ry A ... A R,,), ha létezik sikeres kiszamitads.

— Sikeres kiszamitds eredményének minden alap példédnya a -beli klézok univerzalis
lezartjai halmazanak logikai kovetkezménye.

— Ha valamely s’ helyettesitésre (Ry A...AR,)s’ minden alap példanya a >-beli kl6zok
univerzalis lezartjaibol all6 halmaz logikai kovetkezménye, akkor 1étezik olyan sikeres
kiszamitds, melynek (R; A ... A R,)s eredményére

(RiA...R,)s = (RyA\...\R,)ss"

valamely s” mellett.
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Heterogén elsorendii logika

Heterogén elsérendii logika 1

e Legyen S tipusok (megszdmlalhat6) halmaza, és minden s € S tipusra z%,..., 25, ... s-
tipust valtozok végtelen sorozata. (Amennyiben a tipus impliciten adott, gyakran csak
x;-t frunk 7 helyett.)

e Minden (s ...5s,,s) € S*x S rendezett parra legyen adott az (s; ... s, s)-tipust fliggvény
szimbolumok vagy miiveleti szimbolumok megszamlalhato halmaza.

e Minden s;...s, € S*ra legyen adott az s;...s,-tipusu relacié szimbdélumok vagy
predikatum szimbolumok megszamlalhaté halmaza.
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Heterogén elsorendii logika 2
e Def Minden s € S-re az s-tipusu termek a kovetkezok:
— Minden s-tipustu valtozo.

— Minden f(ty,...,t,) alaku kifejezés, ahol f valamely sp,...,s, € S tipusokra
(81...8n,$)-tipust miiveleti szimbélum és t; egy s; tipusi term, i = 1,..., n.
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Heterogén els6rendii logika 3

e Def Az atomi formulak az
’f’(tl, . ,tn)
alaku kifejezések, ahol r sq...s,-tipusi relacié szimbdélum, ¢; pedig s;-tipusu term, i =
1,...,n.

e Def Formuldk azok a kifejezések, melyek el6dllnak az atomi formulakbol a A, V, —, <+ és
- logikai Gsszetevok és az egzisztencidlis és univerzalis kvantifikacioval.
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Heterogén elsorendii logika 4

e S-tipusu struktiran egy A = (A, I,¢) rendszert értiink, ahol A = (A;)ses nemiires
halmazok rendszere, az I interpretdciés fliggvény minden f (sq ... s,, s)-tipusi figgvény
szimbolumhoz egy

I(f): Agy X ... x A, — As

fliggvényt, és minden s; ... s,-tipusu predikdtum szimbdélumhoz egy
I(r): Ay x ... x A, —{0,1}
predikdtumot (vagy I(r) C As, X ... x A, reldciét) rendel.

e A homogén esethez hasonléan definidljuk azt, hogy mikor elégit ki egy A struktira egy
F formulat, azaz mikor teljesiil az A |= F relacio.
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Heterogén elsérendi logika 5

e Példa
o S={ib}.

e Fiiggvény szimbdélumok:

(A, 4)-tipusi: 0,1

(A, b)-tipusi: true, false
(4i,1)-tipusi: +, X, ...
(bb, b)-tipust: A,V, ...
(b, b)-tipusi: o

(71, b)-tipusi: <, >,

(

bii, i)-tipusu: ite (az ,,if then else” roviditése)
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Heterogén els6rendii logika 6

e Predikatum szimbélumok:
— -tipust: <, >, ...
— bb-tipusi: =

o Termek:
—t;: ite((z+1)<yVax>zz,y+2),ahol2=1+1.
— 1y ite(ifzy, Y, .23) + 1.

e Formuldk:

— Fl: ti<taVia <ty
— Fy5: Elxt1<t2
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Heterogén els6rendi logika 7

e Struktira: D = (D, I, )

- D; =N, D, ={0,1}

— I: a szokasos fliggvények, relaciok,

r hab=1

ite(b, z,y) = {y hab— 0

—prrx—=1ly—=2, 23, ...

e D(ty) =4, D(tz) = 2.
e D(F) =1.

Esik Zolt4n
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Heterogén els6rendii logika 8

A homogén esetre bizonyitott eredmények érvényben maradnak a heterogén elsérendii logikéara

1S.

Esik Zolt4n
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Masodrendi logika

Masodrendii logika 1
e Az elsérendii logika bévitése reldcié valtozokkal (predikatum véltozokkal).
e Formuldk: az elsérendii logika formula képzési szabalyai +:

— Ha R n-rangu predikdtum valtozo és ti, ..., t, termek, akkor R(t1,...,t,) is atomi
formula.

— Ha R n-rangu predikatum valtozé és F' formula, akkor AR F' és VR F' is formulak.
e Struktura: A= (A, I, p), ahol A, I mint az elsérendii esetben, a ¢ értékelés pedig minden

x elsorendli valtozéhoz az A egy elemét, minden R n-rangu predikdtum valtozéhoz pedig
egy A" — {0, 1} predikdtumot rendel.
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Masodrendii logika 2

o Legyen A = (A, 1, p) struktira, F' formula. A A | F relaciét az elsérendii esethez
hasonléan definidljuk az alabbiak figyelembe vételével:
— AE R(ty,...,t,) akkor és csakis akkor, ha p(R)(A(t),..., A(t,)) = 1.

— A = JRF akkor és csak akkor, ha létezik olyan ¢’ mely legfeljebb az R-en tér el
©-t6l, amelyre (A, I,¢") E F.

— A E VR F akkor és csak akkor, ha barmely olyan ¢’ esetén, mely legfeljebb az R-en
tér el p-t6l, (A, I,¢") E F.

e Az hogy A |= F fennéll-e, ismét fiiggetlen azon valtozok értékétél, melyek nem fordulnak
el6 szabadon F-ben.
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Masodrendii logika 3
e Példa A természetes szamok szokdsos strukturdja kielégiti a
VX ((X(0) AVz(X(2) = X(z+1)) = Vo X(x))
indukcids axiémat.

e A masodrendii logika sok tekintetben az elsérendii logikatél eltérden viselkedik. Pld. nem
igaz a kompaktsagi tétel.
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Hardware és software rendszerek verifikacidja

Verifikacio 1
e Verifikicid elotérbe kerulése:

— Biztonséagi szempontbdl kritikus rendszerek.

— Kereskedelmi szempontbdl kritikus rendszerek.
e A formélis verifikacié 6 részei:

— A rendszer leirasa (modell leiré nyelv).
— Az elvart tulajdonsdgok leirasa (specifikdciés nyelv).

— Verifikdciés médszer (az adott modell kielégiti-e az adott specifikdciot).
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Verifikacié 2
e A formaélis verifikacié fajtai:
— Bizonyitas alaptu vagy modell alap.
— Automatizalt vagy manuadlis, vagy ezek kombinacidja.

— A tulajdonsagok teljes vagy részleges verifikaciéja.

— Elsddleges vagy utolagos.
e Alkalmazasi teriilet:

1. Hardware és software rendszerek.
2. Szekvencidlis és konkurens rendszerek.

3. Reakiv és termindlo rendszerek.
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Verifikacio 3
o Két verifikaciés modszerrel ismerkediink meg;:

— Modell ellen6rzés: modell alapt, automatikus, konkurens és reaktiv rendszerek.

— Hoare kalkulus: bizonyitas alapu, félig automatikus, szekvencialis programok veri-
fikdcigjara alkalmas. (Létezik konkurens kiterjesztés is.)

e A Hoare kalkulushoz hasonld, de nem axiomatikus modszert vezetett be Floyd.
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Modell ellenorzés

Modell ellenorzés 1

e Legyen adott az alaptulajdonsdgok egy A halmaza, melyet rogzitettnek tekintiink.
e Kripke modellnek, vagy modellnek neveziink egy
M= (S,—,L)
rendszert, ahol

— S az allapotok nemiires halmaza (altalaban véges),
— —C § x S: az atmeneti relacio,
— L:S— P(A)={B: B C A}, a cimke fiiggvény.

e Kikdtjiik, hogy Vsds's — s'.

e Elegend6 lenne fa-modellekre szoritkozni.
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Modell ellenorzés 2

e Példa
— A={p,q,r}.
— S ={s0, 51, 52}
—>:

S0 S1
S0 S2
S1 So
S1 S2
So S92

— L(so) = {p,q}, L(s1) = {q,7}, L(s2) = {r}.
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Modell ellenorzés 3
e Specifikécids nyelvek:

1. Linear Temporal Logic, vagy Linedris Temporalis Logika (LTL)
2. Computation Tree Logic (CTL)
3. p-kalkulus, stb.

e Mi csak a CTL-lel foglalkozunk.
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Modell ellenorzés 4

e A CTL (allapot) formuléi:

-

-p,peA

— -F,FAG,FVG, ..
— AXF,EXF

— AFF,EFF

— AGF,EGF

— A[FUG],E[FUG]
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Modell ellenorzés 5

e Informalis jelentés:

— AX F: Minden rakovetkezo allapotban érvényes F.
— EX F': Létezik olyan rakovetkezo allapot, melyben érvényes F'.

— AF F: Az allapotbdl indulé minden végtelen it tartalmaz olyan allapotot, melyben
érvényes F'.

— EF F: Az allapotbdl indulé valamely (végtelen) it tartalmaz olyan allapotot, mely-
ben érvényes F'.

— AG F: Az allapotbdl indulé minden (végtelen) it minden allapotdban érvényes F.

— EG F: Az allapotbdl indul6 valamely végtelen it minden allapotaban érvényes F'.
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Modell ellenorzés 6

e Informalis jelentés folytatasa:

— A[FUG]: Az éllapotbdl kiindulé végtelen utak mindegyikében van olyan allapot,
ahol érvényes G, és az tton ezt megel6z6 allapotok mindegyikében érvényes F.

— E[FUG]: Az éallapotbdl kiindul6 végtelen utak egyikében van olyan allapot, ahol
érvényes G, és az uton ezt megel6z6 dllapotok mindegyikében érvényes F'.

e Példa A korabbi modell sq allapotédban érvényesek: p, AXr, EX ¢, EG ¢, AXEGr, A[gUr|
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Modell ellenorzés 7
e Példa
— EF (started A —ready)
— AG (requested — acknowledged)

— AG (EF enabled)
— EF (AG deadlock)
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Modell ellenorzés 8

e Def A szemantika formalis definicidja.
Tetsz6leges M modellre, s dllapotra és F' formulara definialjuk, hogy mikor érvényes (vagy
teljesiil) az F' formula az M adott s allapotaban. Jelolés: M, s = F.
— M,s E1és M, s [~
- M,sEp & pelL(s).
- M,sE-F < MslF
- M,sEFNG & MsEFé&MsEG
- M,sEFVGE & M,skEFvagy M,s =G
- M,sEAXF & Vs—s M, sEF.
- M,sEEXF & 3ds— s M,sEF.
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Modell ellenorzés 9

e Def A szemantika formalis definiciéja, folytatas.

-~ M,sEAGF & Vs=50— 5 —...Vi M,s; = F
- M,sEEGF & 3s=sy— s, —...Vi M,s; E F
- M,sEAFF & Vs=5s50— s —...3i M,s; = F
- M,sEEFF & Jds=sg—>s1— ... M,s;, EF
— M,s EA[FUG| & Vs=s59— s —...3i

M,s; =GéVj<iM,sj=F

- M,sEEFUG] & Is=s9)— 51— ...3
M,SZ'}:GéSVj<7:M,8j }:F
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Modell ellenorzés 10
e Példa

o S ={so,51,52,53}

o —: (s0,51), (S0, 83), (51, 81), (51, 52), (82, S0), (52, 53), (83, So)
L(so) = {p. qa}, L(s1) = {r}, L(s2) = {p, t}, L((s3) = {¢,7}
so kielégiti: AF g, AFr, EXEX7r, AGEF (pVr)

e 5o nem elégiti ki: AXEXr, AGAFgq

Esik Zoltn Logika a szdmitdastudomanyban — slide #238



Modell ellenorzés 11

e Def Ekvivalensnek nevezzilkk az F és G formulakat, ha tetszoleges M modellre és s
allapotra,
M,sEF < MsEG

Jelolés: F =G
e Néhany ekvivalencia

— 2AF F =EG-F és -EG F = AF -F
— —EF F = AG—F és - AG F = EF -F
— 2AX F =EXF és -EX F = AX —F
— AFF=A[t UF])é EFF =E[T UF|
— A[FUG| = ~(EG-G V E[-GU (=F A =G)])
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Modell ellenorzés 12

e Kovetkezmény Az EG,EX,EU modalitdsok adekvat halmazt alkotnak. Hasonléan:
AF EX,EU is adekvat.

e Megjegyzés Tovabbi adekvat halmazok is vannak, pld. AG,AX  AU.
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Modell e len

e Az utolso C 1va Cnc1a bizonyitasa.
e Tegyiik fel, hogy (M, s) = A[F UG].
e Minden s-bél indul6 végtelen tton kielégiil valahol G, azaz M, s = EG (=G).
e Belatjuk még, hogy M, s = E[-G U (=F A =G)).
Ellenkez6 esetben létezik olyan s-bol indulé végtelen 1t, melyre

— = F A\ =G kielégiil valahol,

— az els6 olyan allapotra, ahol —F A =G kielégiil, fennall, hogy el6tte —G mindig
teljesiil:

-G, G, ..., G, F NG ..

— De akkor:
FN-G FN-G,...,FN-G,-FN-G,...

ellentmondésban azzal, hogy M, s = A[F UG].

e Forditott irdny: hasonlé.
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Modell elleno6rzés 14

e Modell ellendrzési algoritmus.

Bemenet: M = (S, —, L) véges modell, F' formula.

Kimenet: Azon s € S éllapotok Sr halmaza, melyekre M, s = F.

Médszer. Eloszor linearis idében olyan alakra hozzuk F-et, hogy benne legfeljebb az AF |
EX, EU modalitasok és a A, =, | és a p € A jelek forduljanak elé.

Majd F' minden egyes G részformuldjara meghatarozzuk az Sg halmazt.
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Modell ellenorzés 15
o G=|: Sz=0.
e G=p Seg={seS:pe L(s)}.
e G=-H: Sq=85—5p.
o G=H AHy Sg=Sy NSy,
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Modell ellenorzés 16

e G = AF H: Sg a legsziikebb olyan halmaz, mely tartalmazza Sgy-t, és amelyre teljesiil,
hogy ha s olyan allapot, melynek minden rakovetkezéje Sg-ben van, akkor s is Sg-ben
van. Tehét, ha |S| = n, akkor

So = Sy
Sj+1 = SjU{SIVS—)S, SIGS]'}
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Modell ellenorzés 17
e G=EXH: Sy={s:3s— 5 s €Sy}

e G =E[H, U H,]: Ekkor S a legsziikebb olyan halmaz, mely tartalmazza Sg,-t és amelyre
tetszoleges s — ¢ esetén, ha s € Sy, és s’ € S akkor s € Si. Tehét:

Se = UL,S;
SO = SHQ
Siv1 = SjU{s:s€ Sy, ANds — s s €85}

e Megjegyzés Az algoritmus linearis a formula és négyzetes a modell méretében. Létezik
olyan algoritmus is, mely a modell méretében is linearis.
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Modell ellenorzés 18

e Az allapotrobbanas probléméja: egy 100 binaris komponensbdl allé rendszer modelljének
allapotszama 2100,

e Szimbolikus modell ellendrzési modszerekkel mégis lehetséges ilyen nagy éallapotszamu
rendszerek verifikdcidja.
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Floyd-Hoare logika

Floyd-Hoare logika 1

e Legyen adott egy elsérendii nyelv (azaz a fliggvény szimbdlumok és a relacié szimbélumok
egy-egy megszamlalhaté halmaza).

e Def A while programok az aldabbiak:
— x :=t, ahol x valtozo, t term,
— Py; Py, ahol Py, P, while programok,
— if r then P, else P, ahol r kvantor mentes formula, Py, P, programok,

— while r do P, ahol r kvantor mentes formula, P program.
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Floyd-Hoare logika 2

e Legyen P program, A = (A, ) struktira. Ekkor P indukdl az értékelések felett egy
[P] relaciot: tetszoleges ¢ és 1 értékelésekre [Py akkor és csakis akkor, ha a P prog-
ramot a ¢ altal adott kezdeti értékeken futtatva P végrehajtdasa befejezddik, és a valtozdk
végértékét ¢ adja.

e Megjegyzés Barmely ¢-hez legfeljebb egy olyan 1) 1étezik, melyre p[P]v.
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Floyd-Hoare logika 3

e Def A szemantika formdlis definicidja. Legyen P program, A elsorendi struktira.
Tetsz6leges ¢ valtozé értékelésre legyen A, = (A,1,¢). Ekkor tetszéleges ¢,
értékelésekre p[P]vy akkor és csak akkor, ha az aldbbi esetek valamelyike teljestil:

o P=ux:=tés 1 =gplr— Ay (t)]
o P = Py; P és 3t o[Pi]T és T[P].
e P—=1if r then P, else P, és
eIy és Ay(r) =1, vagy

plPa]y és Ay(r) =0,
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Floyd-Hoare logika 4

e P =vwhile r do P, és

3po, .- pnn >0

pPo =¥, pp="1

pil P1] pit, Api(r):]‘ 1=0,....,n—1
A, (r)=0.
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Floyd-Hoare logika 5

e Def Parcidlis helyességi kifejezések az
{F}P{G}
alakt harmasok, ahol P program, F, G elsorendii formulak.

e Azt mondjuk, hogy az {F'} P{G} parcidlis helyességi kifejezés teljesiil (vagy érvényes) az
A = (A, ) struktirdban, vagy A kielégiti az {F}P{G} parcidlis helyességi kifejezést,
A = {F}P{G}, ha valahdnyszor ¢, olyan értékelések, hogy

(A Lp) EF 6 [P,

fennall, hogy
(A, Ly) EG.
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Floyd-Hoare logika 6

[ ]
P=y:=1;whilex >0do (y:=yxz; v:=x—1)

e Ekkor a sztenderd struktiuraban:

e Az el6z6 P programra és az egész szamok sztenderd A struktirdjara:

A E {z=2AN2>0}P{y=2'A"z =0}
A E {z=2}P{y=2vy=1}
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Floyd-Hoare logika 7

e Példa Az egész szamok szokésos strukturajaban érvényes:

{a >0}
x = 0;
y =1

while y < a do
rv=x+ Ly =y+2x+1
{0<2*<a< (v+1)?}
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Floyd-Hoare logika 8

e Példa
P’ =vwhile z # 100 do z := = + 2

Ekkor a sztenderd struktiraban érvényesek:

{z = 2z} P'{x =100}, {1}P'{z =100}
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Floyd-Hoare logika 9
e Def Totédlis helyességi kifejezésnek neveziink egy
[F]P[G]
harmast, ahol P program, F, G formulak.

e Azt mondjuk, hogy az A = (A, I) struktira kiclégiti az [F]P|G] totélis helyességi kife-
jezést, ha tetszéleges olyan ¢ értékelésre, melyre A, = F, létezik olyan (egyértelmiien
meghatdrozott) 1 értékelés, hogy ¢[P]y és Ay = G. Jelolés: A |= [F]P|G].
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Floyd-Hoare logika 10

e Példa Az el6z6 P, P’ programokra és a A sztenderd struktirara:

A E [x=zAz>0]Ply="2]
[1]P'[z = 100]
[ < 100 A (Fux = 2u)|P'[x = 100]

Esik Zoltn Logika a szdmitastudomanyban — slide #257



Floyd-Hoare logika 11

e Megjegyzés A = [F]P[1] akkor és csakis akkor teljesiil, ha P megall minden olyan ¢
esetén, amelyre A, = F. Jelolés: [F]P .

e Tehit A = [F]|P[G] akkor és csak akkor, ha A = {F}P{G} és A= {F}P \.

Esik Zoltdn Logika a szdmitdstudomanyban — slide #258

Floyd-Hoare logika 11

A Hoare-féle szabalyok

e Ertékadas

{Flz/t]}x = t{F}
e Kompozicié
| (FYP{H) {H)PAG)
{F}P; P{G}

o Feltételes utasitas

{FAr}P{G} {FA-r}P{G}
{F}if r then P, else P{G}

Esik Zoltdn Logika a szdmitdstudomanyban — slide #259



Floyd-Hoare logika 12

e Ciklus
{F Ar}P{F}
{F}while r do P{F A -}
e Monotonitas Tegyiik fel, hogy V(F — F') és V(G' — G) az A elsérendii elméletében
vannak. Akkor:
{FP{G"}
{F1P{G}
Esik Zoltn Logika a szédmitastudomanyban — slide #260

Floyd-Hoare logika 13

e Legyen A elsérendl struktira. Azt mondjuk, hogy az {F}P{G} parcidlis helyességi
kifejezés levezetheto (vagy bizonyithatd) Th(.A)-bdl,

Th(A) - {F}P{G},
ha létezik a parcialis helyességi kifejezések olyan
E07E17"'7En

sorozata, hogy E, = {F}P{G} és minden i > O-ra E; a fenti szabalyok valamelyikével
all el az FEy, B, ..., E;_1 kifejezésekbdl és a Th(A) formula halmazbdl.

Esik Zoltdn Logika a szamitastudoméanyban — slide #261



Floyd-Hoare logika 14
e Tétel Ha Th(A) - {F}P{G}, akkor A = {F}P{G}.

e A tétel megforditasa altaldban nem igaz, de érvényes az Gn. expressziv strukturdkra, azaz
azon A = (A, I) strukturdkra, amelyekre igaz a kovetkezd: Tetszoleges P programhoz és
G formuldhoz létezik olyan F' formula, hogy barmely ¢ értékelésre A, |= F' akkor és csak

akkor, ha [P] nem értelmezett p-n, vagy ha értelmezett, akkor arra a i-re, melyre @[P],
teljesiil, hogy Ay E G.

Pld., az egész szamok (vagy a természetes szdmok) sztenderd struktirdja expressziv.

e Tétel (Cook) Ha A expressziv, akkor A = {F}P{G} esetén ThA F {F}P{G}.

Esik Zoltn Logika a szdmitdastudomanyban — slide #262

Floyd-Hoare logika 15

A totalis helyesség szabalyai
e A ciklus szabdly kivételével hasonloak a parcialis helyesség szabélyaihoz.

e Az 1j ciklus szabély: tegyiik fel, hogy az A = (A, I) struktirdban I(<) egy j6l megalapo-
zott részben rendezés. Ekkor:
[FAr ANt =2]P[F ANt < z)
[Flwhile r do P[F' A —r]

ahol zp mashol nem fordul eld.

Esik Zoltdn Logika a szdmitdstudomanyban — slide #263
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