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A logika rovid torténete



A logika rovid torténete

Okor

o Trivialis: A trivium szébél szarmazik
trivium (tri+via = harom 0t): nyelvtan, retorika, logika
a trivium az alapja a quadrivium (aritmetika, geometria, zene,
asztronémia) megismerésének.

o Szofistak: formilis érvelés, paradoxonok
Hazug paradoxon: En most hazudok.
Dolgozatirds paradoxona: A jovo hét valamelyik napjan
dolgozatot irtok. Nem mondom meg, melyik napon, csak azt,
hogy meg fogtok lepddni.




A logika rovid torténete

Okor
e Axiomatikus modszer: Euklidesz
Geometriai tételeket tisztan logikai tton axidmakbdl
bizonyitott, a geometria axiomatikus felépitése.
Néhany euklideszi axiéma:

e Barmely két ponton 4t hizhatd egyenes.

e Minden kozéppontbdl minden sugarral lehet kort rajzolni.

o (Parhuzamossagi axiéma) Ha két egyenest ligy metsz
egy harmadik egyenes, hogy a metszé egyenes egyik oldaldn
keletkez6 szogek Osszege kisebb 180 foknal, akkor az els6 két
egyenes is metszi egymdst.

Ekvivalens alak: Birmely egyeneshez, barmely rajta kiviil
fekvd ponton at legfeljebb egy parhuzamos egyenes hiizhaté.




A logika rovid torténete

17-18. szazad: Leibniz

Logika tanulmanyozdsdra matematikai mddszereket javasolt.
Univerzélis problémamegoldd gépies eljaras gondolata.

19. szézad kozepe — 19. szézad vége

A logika algebraizaldsa: Boole, Schroder, De Morgan, Pierce
Logikai fogalmakat algebrai fogalmakkal modelleztek.

Boole algebra, relacidalgebra




A logika rovid torténete

19. szazad vége — 20. szdzad elso fele

o Ellentmondasok az analizisben, naiv halmazelméletben
e Cauchy ,,tétele” folytonos fliggvénysor 0sszegérol
e Russel paradoxona: Az osszes halmazok H halmazanak
szamossaga megegyezik hatvanyhalmazanak szamossagaval,
hiszen H tartalmazza minden részhalmazat.
e Az 0sszes, onmagukat nem tartalmazé halmazok halmaza.
@ A logika mint a matematika formalis nyelve (bizonyitasok
pontossiga).

o Frege formilis rendszere (formdlis nyelv, levezetési szabdlyok)
és alkalmazdsa az aritmetikara.

e Russell-Whitehead: Principia Mathematica (1910-13). A
matematika addigi ismeretei nagy részének axiomatikus
targyaldsa a formalis logika nyelvén. A halmazelméleti
ellentmondasok felolddsa az osztdlyfogalmat bevezetd formilis
rendszerben.




A logika rovid torténete

o Hilbert programja: az egész matematika axiomatikus
megalapozasa és konzisztencidjanak bizonyitdsa véges
eszkozokkel. Hilbert kalkulus: 1920.

o Godel teljességi tétele.

o Godel nemteljességi tételei.

@ Ha egy axiémarendszer elegendben erds (kifejezd) és
ellentmondastalan, akkor mindig lesz olyan 4llitas, hogy sem 6,
sem tagadasa nem igazolhaté az axiémakbdl.

@ Egy axidmarendszer ellentmondastalansaga altaldaban nem
bizonyithaté az axiémarendszeren beldl.

e Hilbert programja megvaldsithatatlan.

e Church-Turing kiszdmithatésag (1930-as évek).
Church tétele: Az elsérendii logika eldonthetetlen.
Az aritmetika (a természetes szamok elsérend(i elmélete)
eldonthetetlen.




A logika rovid torténete

20. szazad kozepétol: Logika a szamitastudomany jegyében

Kombinatorikus és szekvencidlis dramkorok tervezése.
Automatdk és formilis nyelvek elmélete.

Adatbazisok és lekérdez6 nyelvek.

Logikai programozas.

Programtervezés.

Rendszerek verifikacidja.

Mesterséges intelligencia (szakértdi rendszerek, gépi tanulds).
Bonyolultsagelmélet.

Programozasi nyelvek szemantikdjanak elmélete.




Az elbadas felépitése



Felépités

o Predikdtumkalkulus és itéletkalkulus.
o A logikai programozas alapjai.

@ Heterogén és masodrendii logikak.

o Rendszerek specifikacidja és verifikicidja:

e Temporilis logikak.
o Hoare kalkulus.
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Logikai rendszerek
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Fobb komponensek és kérdések

o Modellek.
o Szintaxis: formuldk.

e Szemantikus fogalmak: mikor elégiil ki (érvényes) egy formula
egy modellben, ...

e Bizonyitdselmélet (formalis rendszerek).
o Helyesség és teljesség.
o Algoritmikus kérdések.
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Az els6rendi nyelv modelljei

Els6rendi strukturak komponensei
e Egy nemiires halmaz, az univerzum.

e Az univerzumon értelmezett fliggvények és relaciok (vagy
predikatumok).

Minden fiiggvény felfoghatd relacidként.

Példa: Iranyitott grafok
e Csuicsok (nemiires) halmaza: V
o El relacié: E C V2 (vagy E: V2 — {0,1})
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Az els6rendi nyelv modelljei

Példa: Természetes szamok strukturdja

e Természetes szdmok {0, 1,...} halmaza: N

o A rakovetkezés miivelete: ' : N — N

o Az dsszeadas és szorzas miiveletei: +,-: N2> — N
A 0 konstans: 0: NV — N (vagy 0 € N)
A rendezési relacio: <C N? (vagy <: N? — {0,1})

Példa: Valds szamok strukturdja
@ Valds szamok halmaza: R
e Az 0sszeadads, szorzas és kivonas miiveletei:
+,,—:R? %R
@ A 0,1 € R konstansok

o A rendezési relcié: <C R2
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Az elsérendii nyelv szintaxisa
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Jelkészlet
@ Elsérendii valtozdk, vagy individuum valtozok:
Y,y 21,41 -

@ Fiiggvényjelek, vagy fiiggvényszimbdlumok: f,qg,..., f1,91,...

@ Predikatumjelek, predikatumszimbdélumok, vagy
relaciészimbdlumok: p,q,7,...,p1,q1,71, ...

@ Logikai jelek: A, V,—, <>, =, 1,],3,V
@ Elvdlasztd jelek: ), ( és ,.

A valtozdk halmaza megszdmlalhatéan végtelen, a fliggvény- és
predikatumszimbdélumok halmaza véges vagy megszamldlhatéan
végtelen.

Minden fliggvényszimbdélumra és predikdtumszimbdlumra adott a

szimbdlum rangja, vagy aritasa, amely nemnegativ egész szam.

0 aritdsu fiiggvényjel: konstans, vagy konstansszimbdélum.
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Az els6rendii nyelv szintaxisa

Az egyenliséges elsérendii logikdban egy bindris
reldciészimbdlum kitiintetett: =.

Definicié

A termek halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melyre teljesiil:

o Minden viéltozé term.

e Haty,...,t, termek, f pedig n-rangu fliiggvényjel, akkor
f(t1,...,t,) is term. (n = 0 esetén ez maga az f
konstansjel.)

Példa

flg(z,h(y)),c), ahol f, g 2-rangi fliggvényjelek, h 1-rangd
fliggvényjel, ¢ konstansjel, x, y valtozdk.

Egy term alapterm, ha nem fordul el6 benne véltozé.
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Az els6rendii nyelv szintaxisa

Allftas
Minden term egyértelmiien olvashatd, azaz vagy valtozd, vagy

egyértelmiien irhatd f(t1,...,t,) alakban, ahol f fiiggvényijel,
t1,...,t, termek.

Megjegyzés

Az f(t1,...,t,) term a lengyel jelolésben ft| ...t , ahol
t),...,t, rendre a ty,...,t, lengyel jelolése.

Forditott lengyel jelolésben ¢7...¢" f, ahol ¢/,...,t! rendre a

t1,...,t, forditott lengyel jelolése.
Egy tovabbi reprezenticié: fa reprezentacio.

Példakban gyakran haszndlunk infix irdsmddot is, pl. ¢t +t'.
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Definicié
e Atomi formula egy p(t1,...,t,) alaki kifejezés, ahol p egy
n-rangl predikdtumszimbdlum, ¢1, ..., ¢, pedig termek. (Ez
maga a p jel, han =0.)
e A formulak halmaza a legsziikebb olyan halmaz, melyre
teljestil:
@ Minden atomi formula egyben formula is.
@ 1,/ formuldk. Ha F,G formuldk, akkor (FAG), (FV G),
(F = G), (F < Q) és (—F) is formulak.
@ Ha F formula, x véltozd, akkor (JzF) és (VzF) is formuldk.

v

Megjegyzés

A szokdsos precedencia szabalyokkal élve gyakran elhagyjuk a
kiilsd, és a feleslegessé valé zardjeleket. Egy F' — (G — H)
formuldt F' — G — H alakban is irunk.

Példa

p(z, f(y)) V (z=(q(x, 2))), ahol z,y, z valtozdk, f 1-rangi
figgvényjel, p, g 2-rangi predikatumjelek.
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Az els6rendii nyelv szintaxisa

Allités
Minden formula egyértelmiien olvashaté.

Definicio
Legyenek F' és G formuldk.
e F a GG kozvetlen részformuldja, ha G (-F), (Fe H),
(H o F') vagy (QzF) alakd, ahol @ € {A,V,—, <>} és
Q € {3,V}, H formula, = véltozd.
e F a G részformulaja, ha létezik a formuldk olyan
Hy,...,H,,n > 0 sorozata, hogy Hy =G, H, = F és H; a
H,;_1 kozvetlen részformuldja, i = 1,...,n esetén.

Allités
Egy F formula pontosan akkor a G formula részformuldja, ha G

felirhaté G = uF'v alakban alkalmas u, v szavakra, azaz ha F'
részszdként eléfordul G-ben.
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Az els6rendii nyelv szintaxisa

Definicio

Legyen F formula, G az F' egy QzH alakd részformulaja. Ekkor
az x H-ban valé eléforduldsai kotottek. Az x egy F-ben valé
eléforduldsa szabad, ha nem kotott.

Példa

Az aldbbi formuldban az aldhdzott valtozé-eléforduldsok kotottek,
a tobbi szabad:

3a(p(z, y) Vv Vz2(q(z,y) Ar(z, 2))) V qle, )

Definicio
Zart formulanak vagy mondatnak neveziink egy olyan
formuldt, melyben egyetlen valtozé sem fordul elé szabadon.

Példa
JxVyp(f(x,y)) mondat.
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Az elsorendii nyelv szemantikaja

29



Szemantika

Legyen L elsérendii nyelv (mely a fiiggvény- és
predikdtumszimbdlumokkal adott).

Definicio
L-tipust struktira egy olyan A = (A, I, ) hdrmas, ahol
@ A nemires halmaz,

@ [ minden f n-rangi fliggvényszimbdélumhoz egy
I(f): A" - A
fuggvényt, és minden n-rangl p predikatumszimbdélumhoz egy
I(p) : A" — {0,1}
predikdtumot (vagy reldciét) rendel,
@ ¢ minden valtozéhoz az A egy ¢(x) elemét rendeli.
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Szemantika

Megjegyzés
e Az n =0 esetben I(f)-et az A, I(p)-t a {0,1} halmaz egy
elemével azonosithatjuk.

o Néha a strukttra harmadik komponensét elhagyjuk, ekkor
struktira egy (A, I) par.

e Amennyiben a nyelv egyenl8séges, kikotjiik, hogy I(=) az A
halmazon értelmezett egyenl6ségi predikdtum.

Definicio
Legyen t term, A = (A, I, o) struktira. Ekkor a t altal az A
strukturaban jelolt A(t) € A elemet az aldbbi médon
definigljuk:

@ t =uz. Ekkor A(t) = o(x).

@ t=f(ti,...,tn). Ekkor A(t) = I(f)(A(t1),...,A(tn)).

I(f) helyett gyakran f-et, I(p) helyett p-t irunk. ]
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Szemantika

Példa
Legyenek +, x 2-rangl fiiggvényjelek, ' 1-rangt fiiggvényijel, 0, 1
konstansjelek, < 2-rangl predikdtumszimbdlum.
N = (N, I,¢), ahol
@ N={0,1,2,...},
@ (') a rakovetkezési fiiggvény, I(+) és I(x) az Gsszeadds és
szorzds fliggvények, I1(0) =0, I(1) =1, I(<) a szokdsos

rendezés,
Q@ o(x)=2,0(y)=3,...
Ekkor:

@i=(zx+1)xy N()=9,

@ i=(zxy)+0 N()=6
@ i=(0+1)x1 N{F) =

25



Szemantika

Definicié
Legyen A = (A, I, ) struktira, z vdltozé, a € A. Ekkor Ap,
az (A, I, ') struktdra, ahol
ha x
o) :{ o(y) hay#

a kiilonben.
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Szemantika

Definicié

Legyen F formula, A = (A, I, ¢) struktira. Az F' értéke az A

struktiraban az aldbbi A(F) € {0,1} érték:
e Ha F' a p(t1,...,t,) atomi formula, akkor

A(F) = I(p)(A(t1), - - -, Altn))-

e Ha F =] vagy F' =1, akkor sorrendben A(F') = 0 ill.

A(F) =1.

e Ha FF=G e H, ahol e € {\V, A\, —, >}, akkor
A(F) = A(G) e A(H).

e Ha F = G, akkor A(F) = —=(A(G)).
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Szemantika

e Ha F = JzG, akkor
1 ha van olyan a € A, hogy A, (G) =1

AF) = {0 kilonben.

e Ha F = Vz(G, akkor
1 ha barmely a € A-ra A, ,q(G) =1

A(F) = {0 kilonben.

IR



Szemantika

Megjegyzés

Amennyiben A(F) =1, az A |= F vagy az A € Mod(F) jelolést is
haszndljuk, és azt mondjuk, hogy A kielégiti az F' formuldt, vagy
modellje az F' formuldnak.

Ellenkezd esetben az A [~ F jelolést hasznéljuk.

Példa
Legyen N = (N, I, ) ahol N és I a kordbban megadottak.

e Ha ¢(x) =0, akkor N}~ Jy(y < x).
e Ha ¢(x) =3, akkor N |= Jy(y < ).
o Tetszbleges o esetén N modellje az aldbbi formuldk
mindegyikének:
e x<z+1 Vr(zr<z+1)
o Vz(zxz=2 = (z=0Vz=1))
o VaVy(lz <y Vy<az V z=y)
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Szemantika

Allitds
Legyen ¢ term, F formula és legyenek A = (A, I, ) és
A’ = (A, I,¢) struktirdk.
@ Ha ¢(x) = ¢'(x) minden olyan x véltozdra, mely eléfordul
t-ben, akkor A(t) = A'(t).
@ Ha ¢(z) = ¢/(x) minden olyan x véltozéra, mely szabadon
eléfordul F-ben, akkor A(F) = A'(F).

Kovetkezmény

A fenti jelolésekkel, A(t) fuggetlen minden olyan véltozd értékétdl,
mely nem fordul el8 ¢t-ben. Tovabba A(F") fliggetlen minden olyan
véltozé értékétdl, mely nem fordul el6 szabadon F-ben.

Ezért ha F' mondat, akkor értelmes arrdl beszélni, hogy A = F
teljestil-e egy A = (A, I) valtozé-hozzarendelés nélkiili
struktdrdban.
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Szemantika

Bizonyitas
@ t =y. Ekkor A(t) = p(y) = ¢'(y) = A(t).
@ t=o0(t1,...,t,). Ekkor tetszéleges i esetén p(x) = /()
minden olyan x véltozéra, amely t;-ben el6fordul. Ezért
Alt) = I(f)(A(t), ..., Altn))
= I(f)(A(tr),..., A(tn)) = A'(t)
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Szemantika

Bizonyitas
@ F =p(t1,...,t,). Ekkor tetszbleges i esetén p(x) = ¢'(z)
minden olyan x valtozéra, amely t;-ben eléfordul.

A(F) = I(p)(Altr), ..., Altn))
= I(p>(~’4/(t1)v s 7-’4/(tn)) = A/(F)
@ F =] vagy F' =t. Trividlis.

@ =G e H. Ekkor p(z) = ¢'(x) minden olyan x véltozéra,

amely szabadon el6fordul G-ben vagy H-ban. Ezért
AF)=AG)e A(H) = A'(G) e A'(H) = A(F)
@ F = —G. Hasonl6 az el6z6 esethez.

@ I = Qy.G. Tetszbleges a € A esetén legyen
Apysa) = (A, 1,9a) és A, = (A, 1,9;), ekkor
g (z) = ¢ (z) valahdnyszor x szabadon eléfordul G-ben.
AF)=1 & Qa A[yﬁa} =1
& QaAy,, =1eAF) =1
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Szemantika

Definicio
@ Egy I formulit kielégithetonek neveziink, ha van modellje.
Ellenkezd esetben F kielégithetetlen, vagy azonosan
hamis.
@ Egy F formulat tautologianak (vagy érvényesnek vagy

azonosan igaznak) neveziink, ha minden struktira kielégiti.
Jelolés: = F.

v

Példa
o Tautolégidk: T, FV-F, F - F, F —- G — F, ahol F,|G
tetszOlegesek.

o Kielégitheté formuldk, melyek nem tautoldgidk: (p A q) — —p,
Jzp(z).
@ Azonosan hamis: |, F' A =F, ahol F tetszOleges.
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Szemantika

Allftas
F akkor és csak akkor kielégithet, ha —F nem tautolégia. F
akkor és csak akkor tautolégia, ha —F' azonosan hamis.

Allftas
Tetszbleges F' formulara és x valtozéra:
@ = [ akkor és csak akkor, ha = VzF.
@ [ akkor és csak akkor kielégithetd, ha dzF az.

Tehat egy formula akkor és csakis akkor azonosan igaz, ha
univerzalis lezartja az, és akkor és csak akkor kielégithetd, ha
egzisztencialis lezartja az.
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Szemantika

Definicio

Azt mondjuk, hogy az F' és G formuldk ekvivalensek, ha
Mod(F) = Mod(G). Jelélés: F = G.

Allitas

= ekvivalencia-relacié.

Allités
= F akkor és csak akkor, ha F' =1.

25



Szemantika

Allités
F = G akkor és csakis akkor, ha = (F < G).

Bizonyitas

Mod(F') = Mod(G)

VAAEF és AEG) vagy (AFEF és AEG)
VAAE (FAG)V (=F A-G))

VA AR (F < G).

Tt o0
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Szemantika

~t=|, =t FAt= F, FAl=], FVvt=1, FV |= F
Fot=t 1= F = F, F = -F, | > F =1
FANF=F, FVF=F F—F =%

FANG=GANF, FVG =GVF

(FAG)AH = FA(GAH), (FVG)VH = FV(GV H)
FA(GVH)=(FANG)V(FAH),

FV(GANH) = (FVG)A(FVH)

FA-F =|, FV-F =7

-—F = F

~(FANG) = -FV-G, ~(FVG) = -FAN-G
F—-G=-FVG, F—G=-(FAN-G)
F—G=-G—~F

FVG=-F—G FANG = ~(F— -G)
F&G=(F—-G)NG—F)

27



Szemantika

@ (VaF) = 3z(-F) és ~(3xF) = Va(-F).
@ ViF A VaG = Ve(FAG)é JxF vV JoG = Fx(FVG).

@ Ha x nem fordul el6 szabadon G-ben, akkor (Q = 3,V esetén
QrF NG = Qr(FANG) és QeF VG = Qe(FVG).
@ VaVyF = VyVoF és dzxdyF = JydaF.

Megegyeziink abban, hogy a kvantorok erésebben kotnek, mint Vv,
A, — vagy <.

Az ekvivalencidk miatt elegendd lenne a VV,—, a A, —, a —, — vagy
a —, ] jeleket, valamint valamelyik kvantort megengedni.
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Szemantika

Ve(FVG) = VeF Vv VzG éltaldban nem teljesiil.
Legyen pl. F a0 <z, G az z <0 formula, és vegyiik az egész
szamokat a szokasos rendezéssel.

Jz(FAG) = JzF A JzG altaldban nem teljesiil.

Legyen FFa 0 <z, G az x < 0 formula, és vegyiik az el6z6
struktirat.
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Szemantika

Lemma (Kongruencia tulajdonsédg)
e HaF = F'és G = G, akkor Fe G = F' ¢ G’, ahol
o c {V,A,—, <}
e Ha F = F’, akkor -F = —F’.
e Ha F = F’, akkor QzF = QxF’, ahol Q € {3,V} és z
véltozé.

Bizonyitas

o A(FeG)=A(F) e AG) = A(F') ¢ A(G') = A(F' o G").

o A(-F) = —A(F) = ~A(F') = A(-F").
) .Al:ELrF = HCLEA.A[;E,_)Q] )=F<:>
Jac A A[am—)a] ): F'' s A ): JxF.
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Szemantika

Allités
Ha az F’ formula dgy 3ll el az F' formulabdl, hogy az F egy H
részformuldjat ekvivalens H' formuldra cseréljik, akkor F' = F’.

Bizonyitas
Az F felépitése szerinti indukcidval.
e Ha H maga az F formula, akkor F/ = H', igy F' = F’

teljesil a H = H’ feltevés miatt.
Ez az eset magdba foglalja az indukcids alaplépést.

@ Indukcids |épés. Feltehetd, hogy F' # H. Csak két esetet
nézink meg:
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Szemantika

o "= F; V F,. Ekkor H az I} vagy F>5 részformuljja.
Szimmetria miatt elegend6 csak azzal az esettel foglalkozni,
amikor H az Fy részformuldja. Ekkor F' = F| V F», ahol F}
dgy all eld F1-bdl, hogy benne egy H részformuldt H'-vel
kicseréliink.

Az indukciés feltevésbdl: F| = Fy. Az el6z6 lemmabdl:
F=rF"

e = 3JxG. Ekkor H a G részformuldja és F' = JxG’ alaki,
ahol G’ dgy all eld G-bél, hogy benne a H egy eléforduldsat
H'-vel helyettesitjiik.

Indukciés feltevésbdl: G/ = G, igy az elé6zé lemm3abdl
F' = F.
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Szemantika

Definicié

Legyen X formulak egy halmaza. Azt mondjuk, hogy az A
struktdra kielégiti >-t, vagy a ¥ modellje, ha A = F teljesiil
minden F' € ¥ formulara.

Jelolés: A = X vagy A € Mod(X).

A X halmazt kielégithetonek nevezziik, ha létezik modellje.

Definicié

Legyen 3 formuldk halmaza, F' pedig formula. Azt mondjuk, hogy
F a ¥ (logikai) kovetkezménye, ha Mod(X) C Mod(F), azaz
valahdnyszor A |= X, mindig A |= F.

Jelolés: 3 |= F. Amennyiben 3 = {G}, akkor ¥ |= F helyett

G = F-et is irunk.
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Szemantika

Allitas
3. akkor és csakis akkor kielégithetetlen, ha X |=|.

Allitds
Y |= F akkor és csak akkor, ha X U {—F} kielégithetetlen.

Allités
F = G akkor és csak akkor, ha F =G és G = F.
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Szemantika

Allitas
TetszoOleges F, G, H formulakra érvényesek az alabbiak:
o {F,F — G} = G (levélasztas).
o {F,-G — —F} = G (indirekt kovetkeztetés).
e (FVG)N(—~FV H) =GV H (rezolicids kovetkeztetés).

Bizonyitas
e Ha A(F) = A(F — G) =1, akkor A(G) =1.
e Ha A(F) = A(-G — —F) =1, akkor A(=F) =0, igy
A(G) =1.
o Tegyiik fel, hogy A(FV G)=A(-FV H)=1. Ha

A(G) =0, akkor A(F) =1, igy A(~F) =0 és A(H) = 1.
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Formalizalas
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Formalizalas

o Adott egy struktira, vagy strukurak egy osztilya, melyek az
osszes olyan mondatok, amelyek érvényesek a tekinett
struktiridkban?

o Adott mondatok egy ¥ halmaza, az axidmak, melyek ezek
Osszes logikai kovetkezményei?

o Elsorendu elméletek
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Formalizalas

Példa: Természetes szamok elmélete, az aritmetika
e N a természetes szdmok szokdsos struktirdja.
e Az N-ben érvényes mondatok: az N elmélete.
o VaIy13ys3ysTya(x = yi + v3 + y3 + ui) (Lagrange tétele)
e VzIy(y > x A prim(y) A prim(y + 2))
prim(z): z > 1AVyVz(z =y-2 = (y=1Vz=1))
(Goldbach sejtés)

Példa: félcsoportok elmélete
e Egyetlen axiéma: VaVyVz(z-y) -z =z (y- 2)
o VaVylVz(z-z=2ANz-y=2)) =z =1y]
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Formalizalas

Definicio
Mondatok egy ¥ halmazit elméletnek neveziink, ha
valahanyszor ¥ = F egy F mondatra, akkor F' € X.

Definicio
Egy X elméletet ellentmondastalannak neveziink, ha ¥
kielégithetd. Kiilonben X ellentmondasos.

Definicio
Egy ellentmonddstalan X elmélet teljes, ha minden F' mondatra
FeXYvagy ~F el
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Formalizalas

Allftas
Az alabbiak ekvivalensek egy > elméletre:

i) ¥ ellentmondasos.

i)

i) ¥ =L

i) e X.

iv) Van olyan F' mondat, hogy F,—F € X.

Bizonyitas
i)—ii) Ha X ellentmonddsos, akkor Mod(X) = (), igy
valahdnyszor A |= ¥, mindig A |=].
i) —iii) Ha X elmélet és & =], akkor L€ X.
iii)—iv) Legyen F' =].

iv)—i) Nincs olyan A struktira, melyre A = {F,—F'}.
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Formalizalas

Allitas

Legyen K az A = (A, I) alaki struktirdk egy osztélya.

Ekkor Th(KC) = {F : F mondat, K |= F'} elmélet, ahol
K |= F azt jeldli, hogy A = F minden A € K esetén.

Ha KC nemiires, akkor Th(K) ellentmondastalan.

Ha IC = {A} egyetlen A struktirabdl all, akkor Th(KC) teljes.
(Jeldlés: Th(A).)

Bizonyitas

e Ha Th(K) = F az F mondatra, akkor K |= F'. Tehat
F € Th(K).

o Tegylik fel, hogy K nemiires, mondjuk A € K. Akkor
A = Th(K) miatt Th(K) kielégithetd.

e Minden F' mondatra, A(F) =0 vagy A(F) =1. Ha
A(F) =0, akkor A(—F) = 1. Tehat F € Th(.A) vagy
~F € Th(A).
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Definicio
Mondatok tetszoleges ¥ halmazara legyen

Cons(X) = {F : F mondat, ¥ |= F}.
Vilagos, hogy Cons(X) elmélet.

Definicié

Egy T elmélet axiomatizalhatd, ha létezik mondatok olyan ¥
rekurziv halmaza, hogy 7' = Cons(X). Ekkor ¥ a T
axiomarendszere.

Struktirdk egy K osztalyat axiomatizalhatdnak nevezziik, ha
létezik mondatok olyan X rekurziv halmaza, melyre Mod(X) = K.
Ha X véges halmaz, a véges axiomatizalhatosag definiciéjat
kapjuk.

Megjegyzés
Ha egy elmélet végesen axiomatizdlhatd, akkor egyetlen mondattal
is axiomatizalhaté.
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Formalizalas

Csoportelmélet
o VaVyVz(z - (y-2)=(xz-y)-2)
e Vr(x-1=2z AN 1-z=2x)
oVr(r-x7l=1 A2 t-2=1)

Ha a masodik axiomat két axidmanak tekintjiik, akkor a fenti

axiémarendszer nem fiiggetlen:
lz=@-2z Y 2=z (- 2)=x-1

Tehat a masodik sorban szereplé axidma egyszeriisithetd.

Csoportelmélet masképp
o VaVyVz(z - (y-2)=(xz-y) - 2)
eVr(x-1=2z AN 1-z=1x)
o Vxdy(zx-y=1 A y-z=1)
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Formalizalas

Rendezett halmazok
o VaVyVz((z <y N y<z)—=x<2)
e Vr—(z < x)
o VaVy(x <y V z=y V y<ux)

Létezik legkisebb elem

JVy(z <y V xz=1y)

Az I(p) predikdtumot kielégitd elemeknek van legkisebb felso
korlatja

2 (Vy(p(y) =y < 2) A Vu(Vy(p(y) = y < u) = 2z < u))
Ittt <t at<t' Vv t=tformula helyett 3ll.
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Formalizalas

Peano axiémak

e Vz(—z' =0)

o Vay(a' =y — z =1y)

o Va(zr+0=ux)

o VaVy(z + vy = (xz +y)')

e Vz(x-0=0)

o VaVy(x -y =z -y + )

o Vz(x <0 —x=0)

o VaVy(z <y — (x <yVz=1y))

o VaVy(zr <y V x=y V y<uz)

e Indukcids axidma séma:
(F(0) AVx(F(z) = F(z"))) — VaF(zx), ahol F(z) olyan
formula, melyben legfeljebb az = véltozd fordul eld szabadon,
és F(0), F(2') tgy éllnak el8, hogy x helyébe O-t ill. z'-t
helyettesitiink (Id. késébb).
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Formalizalas

Allitss (Galois kapcsolat)

Legyenek ¥, 1, 39 mondatok halmazai, IC, Ky, Ko struktirdk
osztalyai.

Ha 31 C X5, akkor Mod(%1) 2 Mod(Xs).

Ha IC1 C K>, akkor Th(K) D Th(Ks).

¥ C Th(K) akkor és csak akkor, ha Mod(X) D K.

¥ C Th(Mod(%)).

K C Mod(Th(K)).

Th(Mod(X)) = Th(Mod(Th(Mod(X)))).
Mod(Th(K)) = Mod(Th(Mod(Th(K)))).

¥ akkor és csak akkor elmélet, ha ¥ = Th(Mod(X)).

K akkor és csak akkor gyengén axiomatizilhaté osztély, ha
K = Mod(Th(K)).
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Formalizalas

Bizonyitas

Ha 21 QEQ éSA):EQ, akkorA):Zl.
Ha K1 C Kq és Ko = F, akkor K1 = F.

Ha ¥ C Th(K) és A € K, akkor A =%, igy A € Mod(%).
Ha Mod(S) D K és F € %, akkor K |= F, igy F € Th(K).

Legyen K = Mod(X) a 3. pontban.
Legyen ¥ = Th(K) a 3. pontban.

Th(Mod (X)) € Th(Mod(Th(Mod(X)))) a 4. pont miatt.
Mod(X) € Mod(Th(Mod(X))) az 5. pont miatt.

lgy a 2. pontbdl Th(Mod(Th(Mod(X)))) € Th(Mod(X)).

Hasonlé.
A 6. pontbdl.
A 7. pontbdl.
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Az itéletkalkulus
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Az itéletkalkulus

Az elsérendli logika azon speciélis esete, amikor csak nulladrangt
predikdtumszimbdlumok vannak, és azokbdl megszamlédlhatéan
végtelen sok van: p,q,p1,q1,---.

Az els6rendii valtozdk, kvantorok és fliggvényszimbdlumok
feleslegessé valnak, elhagyjuk 6ket.

Ekkor egy struktira: a predikdtumszimbdlumokat a {0, 1}
halmazba képezé fiiggvény.

Ezért a predikdtumszimbdlumokat itéletvaltozéknak is
nevezziik.

Tehat modell: az itéletvaltozdk egy (ki)értékelése.
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Az itéletkalkulus

Allftas

Ha F az itéletkalkulus egy tautoldgidja, akkor minden olyan F”’
formula is tautoldgia, amely gy all elé6 F-bol, hogy benne a p
itéletvaltozdékat valamely elsérendii nyelv tetszdleges G, elsSrendii
formuldival helyettesitjuik.

Bizonyitas

Legyen A tetszdleges (elsérendii) struktira. Minden egyes p-re
legyen B(p) = A(G)). A logikai jelek kongruencia tulajdonsigabdl:
) A(F') = B(F).

lgy ha F tautoldgia, akkor F” is az.
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Az itéletkalkulus

Allit4s
Legyenek F, G az itéletkalkulus formuldi. Az F’, G’ els6rendii
formuldk alljanak dgy el6 az itéletkalkulus F' és G formulaibdl,

hogy benniik minden egyes p itéletvdltozét valamely H), formulaval
helyettesitiink. Ekkor F' = G esetén F' = G'.

v

Bizonyitas
F = G akkor és csak akkor, ha |= (F < G), és F' = G’ akkor és
csak akkor, ha = (F’ +» G'). Hasznaljuk az el6z6 allitast.

Allftas

Legyen X az itéletkalkulus formuldinak halmaza, F' az
itéletkalkulus formuldja. Minden egyes p itéletvaltozéra legyen G,
valamely elsérendii nyelv egy formuldja. ¥’ és F” &lljon el X-bél

és F-bdl tigy, hogy p helyébe mindenhol G-t helyettesitiink.
Ekkor ¥ |= F esetén ¥/ = F.
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Normalformak az itéletkalkulusban
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Normalformak

Definicio
e Literdlnak neveziink minden p vagy —p alakd formuldt, ahol
p valtozé. Ezen beliil p pozitiv, —p pedig negativ literal.

e Egy / literdl ellentettje az alabbi literal:
71 P hal=p
|l p hat=-p

e Konjunktiv normalforman egy
AL VI by
alakt formuldt, diszjunktiv normalforman pedig egy
Viey Aj2y b
alaki formuldt értiink, ahol /; ; literdl, i = 1,...,n,
j = 1, e,y
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Normalformak

Megjegyzés
o Az lires diszjunktiv normalforma azonosan hamis, az lres
konjunktiv normalforma azonosan igaz. Diszjunktiv
normalforma lires tagja azonosan igaz, konjunktiv
normalforma lires tagja azonosan hamis.

o Kikothetjiik, hogy az egy tagban szerepl literdlok paronként
kilonboznek, és hogy a tagok paronként kilonboznek.

e Aqi,...,qy valtozdk feletti normalformara kikothetjiik, hogy
minden tagban minden ¢; valtozé pontosan egyszer fordul el
(teljes normélforma).

e Altaliban azonositunk két normélformat, ha csak a tagok
sorrendjében és/vagy tagonként a literdlok sorrendjében
kilonboznek.




Normalformak

Tétel

Minden formuldhoz létezik ekvivalens konjunktiv és diszjunktiv
normalforma.

Bizonyitas
@ A formula felépitése szerinti indukcidval.

@ Adott F formulara el6szor fejezziik ki az eléforduldé — és >
miiveleteket a V, A, = miiveletekkel, majd kiszoboljiik ki a
konstansokat.

Ezek utdn vigyik a — jeleket a valtozdk elé és elimindljuk a
tobbszoros negacidkat.
Végiil alkalmazzuk a disztributiv azonossdgokat.

@ Alkalmazzuk az ,,igazsidgtabla” maddszert.
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Boole fuggvények

66



Definicio
Tegyiik fel, hogy az F' formula valtozéi a {p;,,...,pi,} . n>1
halmazba esnek, ahol i1 < --- < i,. Ekkor F' egy n-valtozds Boole
fuggvényt indukal:
[0 — {01}

flz1,...,xn) = A(F),
ahol A tetsz6leges olyan értékelés, melyre A(p;;) = z;,
j=1,...,n.

Megjegyzés
[ fiiggetlen azon z; vdltozditdl, melyekre p;; nem fordul el6 F-ben.

v

Példa
e F=p,n=2 f(z1,22) =11
o F'=p1V(=p1 ¢ p2), n=2: f(z1,22) =21V 72
e F=pV-p,n=1 f(z;)=1
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Boole fiiggvények

Tétel
Minden Boole fliggvény indukalhaté valamely formuldval.

Bizonyitas
Minden igazsagtablahoz készithet6 konjunktiv, vagy diszjunktiv
normélforma.

Kovetkezmény

Az aldbbi rendszerek teljesek:
o {V,A,—}
o {A,—}és{V,—}
o {—, 1}
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Boole fiiggvények

Definicio

Tetszbleges x,y € {0, 1} esetén legyen
zly = —(@Ay) = ~zVoy
zlly = —(@Vy) = ~rA-y

Tétel

Egy e kétvdltozds Boole fiiggvény akkor és csak akkor alkot
onmagaban teljes rendszert, ha megegyezik a | és || fliggvények
valamelyikével.
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Boole fiiggvények

Elegend6ség bizonyitasa

—r=zxlr x Ay =-(zly) = (z[y)|(z]y)

Sziikségesség bizonyitasa
Tegyiik fel, hogy e onmagaban teljes.

o Ha 1e1 =1, akkor minden egyviéltozéds f kifejezhetd
fliggvényre fenndll, hogy f(1) = 1. Ezért 1e1 = 0.
Hasonléan, 0 e 0 = 1.

o Hale()=1és0e1 =0, akkor x @ y = —y és csak olyan
kétvaltozds fiiggvény fejezhetd ki, mely csak az egyik
argumentumatdl figg.

@ Szimmetrikusan, ha 1e0=0és 0e1 =1, akkor x ey = —z,
és igy ismét ellentmonddshoz jutunk.

oigyle0=0e1=1 azaze=| vagyle0=0e1=0,
amikor & = ||.
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Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele

71



A kompaktsagi tétel

Tétel

Formuldk egy halmaza akkor és csak akkor kielégithet6, ha minden

véges részhalmaza kielégithetd.

Kovetkezmény

Egy F' formula akkor és csak akkor kovetkezménye formulak egy 3

halmazanak, ha a X egy véges részhalmazdnak kovetkezménye.

v

A kovetkezmény bizonyitdsa

LEF &
&
&
&

Y U {=F} nem kielégithet6

I3y C XU {-F} véges ¥ nem kielégithetd
33y C X véges X U {—F} nem kielégithetd
¥y C X véges Xy = F.
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A kompaktsagi tétel

Koénig lemmaja
Ha egy végtelen irdnyitott T" fa minden csicsa véges fokd, akkor T’
tartalmaz végtelen utat.

Bizonyitas

Minden n > 0 szdmra megadhaté olyan z,, cslcs, hogy
® xg,...,T, egy (gyokértdl induld) utat hatdroznak meg és
@ az x, csticsbdl induld részfa végtelen.

Ekkor xg,x1,... egy végtelen utat hatdroznak meg.
Az x, csicsokat n szerinti indukciéval adjuk meg:

e xo a T gyokere.

e Han >0, z, az x,_1 olyan kozvetlen leszdrmazottja, hogy az
Zp-bdl induld részfa végtelen. (llyen x,, étezik.)
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A kompaktsagi tétel

A kompaktsagi tétel bizonyitasa
o Elegend6 beldtni, hogy amennyiben X formuldk olyan végtelen
halmaza, melynek minden véges részhalmaza kielégitheto,
akkor X kielégithetd.

e Minden n > 0 szamra jelolje X, a ¥ azon formuldinak
halmazat, melyekben legfeljebb az elsé n, p1, ..., p, valtozd
fordul el6.

e Mivel ekvivalencia erejéig véges sok (< 2%") olyan formula
van, melyben legfeljebb az elsé n valtozé fordul eld, ezért
feltevésiink szerint mindegyik 35, kielégithetd.

o A teljes végtelen binaris fdban minden végtelen (it megfelel a
véltozdk egy értékelésének, és minden n mélységli csics az
elsé n valtozoé egy értékelésének.
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A kompaktsagi tétel

@ Minden n > 0 szdmra jeldljik meg a teljes végtelen binaris fa
azon n mélységili csticsait, amelyeknek megfelel6 értékelések
kielégitik a 3,, formulahalmazt.

@ Ekkor minden n-re megjeloltiink legaldbb egy cstcsot, és
amennyiben egy olyan y csiics megjelolt, mely az x cslcs
(kozvetlen) leszarmazottja, akkor x is megjelolt.

o Tehat a megjelolt csiicsok egy olyan végtelen fat hatdroznak
meg, melyben minden csiics véges fokd.

o Koénig lemmaja szerint ez a fa tartalmaz végtelen utat. E
végtelen Ut altal meghatarozott értékelés a > modellje.
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Eldontési kérdések az itéletkalkulusban
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Eldontési kérdések

Alapvetd eldontési kérdések:
o Adott F' formula kielégithet6-e?
o Adott F' formula érvényes-e?

e Adott az F formula és a ¥ = {F},..., F,,} véges
formulahalmaz, teljesil-e ¥ = F7?

A fenti kérdések ekvivalensek, hiszen:
o I kielégitheté < —F nem érvényes,
o I érvényes & —F nem kielégitheto,
e X EF & (FiN---ANF,)— F érvényes.

Megjegyzés
Nem ismert, hogy a fenti kérdések megoldhatdak-e polinomide;jii

algoritmussal. A kielégithetoség INP-teljes, az érvényesség
coNP-teljes. (Ld. Bonyolultsdgelmélet kurzus.)
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Horn formuldk
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Horn formuldk

Definicié
Horn formula egy olyan F' = C; A --- A C,, konjunktiv

normalforma, melyben minden C; tag legfeljebb egy pozitiv literalt
tartalmaz.

Megjegyzés

V...V Ve = (A Aq) —q

S V... Vog = (@A Aq) =
Ha k =0, akkor a ¢ =1— ¢ és | =1—| Osszefliggések addédnak.

v

Allitas

Horn formuldk kielégithetésége polinomidében eldonthetd.
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Horn formuldk

Algoritmus
e Bemenet: F Horn formula
o Kimenet: F kielégitd értékelés, ha F' kielégithetd, egyébként

,,hem’ .
e Algoritmus:

@ Mindaddig, amig F-ben van olyan (g1 A ... Agqy,) — ¢ alaki
tag, hogy minden g¢; megjelolt, de ¢ nem, jeloljiik meg ¢
minden F-beli el6forduldsat.

@ Ha létezik olyan (g1 A ... A qn) —| alakd tag F-ben, melyre a
q1,---,qn mindegyike megjelolt, akkor a vélasz ,,nem”.

@ Ellenkezd esetben legyen A az alabbi (parcidlis) értékelés:

[ 1 ha p meg van jelolve
Alp) = { 0 kiilénben
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IdGigény
o A ciklus legfeljebb annyiszor fut le, mint az F-ben el6forduld
véltozdk szama.

o A ciklus egyszeri lefutasanak id6igénye linedris.

o A teljes idGigény négyzetes.

Példa

F = pAgAN(=pV—qVr)A(=qV-rVs)A
(msVr)A(—qVasVE)A(msV =t Vu)A
(—u Vv —t)

= M= A= dnlprg) =]
[(gAT) = s]A[s—=Tr]A[(gNs) =t A

[(sAt) = u] Al(unt) =]
Megjelolt valtozdk: p,q,r,s,t,u. A formula nem kielégitheto.
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Horn formuldk

Helyesség

F' akkor és csak akkor kielégithetd, ha az algoritmus egy A

kielégito értékeléssel all meg.

o Elegendoség

Ha az algoritmus egy A kiértékeléssel all meg, akkor A
kielégitd kiértékelés.
Valéban, ha C egy (g1 A ... A qn) — q alaki tag, és
megallaskor mindegyik g; megjelolt, akkor ¢ is az, igy
Alq1) = ... = Algn) = A(g) =1 miatt A = C.
Ha megallaskor valamely ¢-re g; nincs megjelolve, akkor
A(g;) =0 ésismét A = C.
Ha pedig C a (q1 A ... A qn) —| tag, akkor valamelyik ¢;
nincs megjeldlve. Igy A(gi) =0és A= C.
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Horn formuldk

e Sziikségesség
Tegyiik fel, hogy A’ kielégiti a formulat, de az algoritmus
,,nem"-mel all meg.
Ekkor A’(p) = 1, valahanyszor az algoritmus megjeldli a p
véltozét. Ez kdnnyen igazolhaté a ciklus futdsanak szama
szerinti indukcidval.
Mivel az algoritmus ,,nem"”-mel all meg, létezik olyan
(g1 A ... Agn) —] alakd tag, hogy az algoritmus a g;-k
mindegyikét megjeldli.
fgy A’ nem elégiti ki ezt a tagot, hiszen
A(q1) = ... = A(gn) = 1. Ellentmondas.

Megjegyzés
Tegyiik fel, hogy F' nem tartalmazza a 1—| tagot. Ekkor F

kielégitheto, ha nem tartalmaz 17— p alaki tagot, vagy nem
tartalmaz (g1 A ... A gn) —| alakd tagot.
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Rezollcids mddszer
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A rezoliciés médszer konjunktiv normélformék (k.n.f.)
kielégithetoségének eldontésére szolgalé mddszer.

Minden

F=CiNn...NC}

Ci:&'l\/...\/gmi, i=1,...,k
k.n.f. felfoghaté tgy, mint tagok, vagy klézok egy {C1,...,Cy}
halmaza, és minden C; kléz mint literdlok egy {41, ..., lin,}
halmaza.

Jelolje OJ az uires kl6zt és () az tires formulat: [ azonosan
hamis (kielégithetetlen), () azonosan igaz (tautoldgia).

Felhasznalas: Legyenek Fi,..., F, és G formulik, és jelolje rendre
F,...,F) az Fy,..., F, egy k.n.f-jét, G’ pedig a -G egy
k.n.f-jét. igy

{F,...,F,}EG & F/U...UF, UG kielégithetetlen.

QA



Rezolucid

Definicié
Legyenek C7, Cs klézok, ¢ € C1, ? € Cy. Ekkor az

R = (C—{H)U(C2—{e})
klézt a C1 és Co egy rezolvensének nevezziik.

Lemma

Legyen 3 klézok halmaza, C1,Csy € X és tegyiik fel, hogy R a C
és (5 egy rezolvense. Ekkor

Y = X U{R}.
(Itt az ekvivalencia azt jelenti, hogy a két formulahalmaznak
ugyanazok a modelljei.)

Bizonyitas

A rezolicids kovetkeztetés helyességébdl.

6



Rezolucid

Rezoluciés algoritmus
e Bemenet: F k.n.f. (ill. véges klézhalmaz)
o Kérdés: F kielégithets-e?
o Mindaddig, amig Uj klézt kapunk, képezziik két F-beli kléz
valamely rezolvensét, és ezt adjuk az F' halmazhoz.

Ha valamikor a [ klézt kapjuk, F' nem kielégithetd.
Kiilonben F' kielégithetd.

Kérdések
e Mindig véget ér-e az algoritmus?

o Helyes-e?

Q7



Példa

F=@VgAEpVr)A(pV-r)A(=pV=g)A(rV-g)A(=rVa)

@ {p.q} F-beli kiéz

@ {—p,r} F-beli kl6z

@ {¢,r} 1. és 2. rezolvense
@ {—r q} F-beli kléz

@ {q} 3. és 4. rezolvense
@ {p,—r} F-beli kl6z

@ [—p,—q} F-beli kioz

@ {—7,—q} 6. és 7. rezolvense
@ {r,—q} F-beli kléz

@ {—q} 8. és 9. rezolvense
@ 5. és 10. rezolvense

Tehat F' nem kielégithetd.

QKR



Definicio

Legyen X klézok véges vagy végtelen halmaza. Ekkor
Res(¥) =3XU{R:3C,1,C; € ¥, R a C; és C, rezolvense}
Jelolje Res™ (X)) a legsziikebb olyan A halmazt, melyre ¥ C A és
Res(A) C A.

v

Allitas
Legyen 3 klézok halmaza, C kléz.
e Res*(X) = go Res" (%), ahol
hesO(E) =3,
Res""!(Z) = Res(Res™ (%)), n >0.

e C € Res*(X) akkor és csak akkor, ha létezik klézok olyan
véges Cy, ... C), sorozata, hogy C,, = C és tetszoleges Cj-re
C; € ¥ vagy valamely j, k < 7 indexekre C; a C; és C}, egy
rezolvense.

RO



Rezolucid

Allit4s
Ha X klézok véges halmaza, akkor létezik olyan n > 0 szam,

amelyre
Res"(X) = Res*(X%).

Bizonyitas
¥ = Res’(X) C Res!(Z) C Res?(X) C ... C Res* (D).

Tovabba, ha a >-beli klézokban legfeljebb a ¢, . .., ¢ valtozdk
fordulnak el6, akkor
|Res*(%)| < 2%,

igy létezik olyan n, melyre Res”(X) = Res" (%), és ezért
Res"(X) = Res*(Y).
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Rezolucid

Lemma

Legyen X klézok véges vagy végtelen halmaza. Ekkor
Y = Res(Y).

Allftas
Klézok tetszOleges véges vagy végtelen ¥ halmazéara fenndllnak a
kovetkezdk:

e Minden n > 0 szdmra ¥ = Res"(Y).

e ¥ = Res*(Y).
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Rezolucid

Tétel

Klézok egy véges vagy végtelen 3 halmaza akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha O € Res*(X).

Bizonyitas
A kompaktsagi tétel miatt elegend6 csak véges X halmazokra
elvégezni a bizonyitast.
Elegenddség: Tegyiik fel, hogy [ € Res*(X). Ekkor Res*(X)
kielégithetetlen, mert (J az. De ¥ = Res*(X), ezért X is
kielégithetetlen.
Sziikségesség: Legyen ¥ kielégithetetlen.Jelolje n a X-beli
klézokban el6forduld valtozék szamat. Teljes indukcidval belatjuk,
hogy 0 € Res™(%).

e n = 0. Ekkor ¥ = () vagy ¥ = {J}. Mivel X kielégithetetlen,

ezért ¥ = {(}. igy J € ¥ C Res*(%).
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Rezolucid

Bizonyitas folytatasa
e n > 0. Legyen p olyan valtozd, mely el6fordul Y-beli klézban.
Ha van olyan C' € %, melyre p, -p € C, akkor C azonosan
igaz. lgy ¥ akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha ¥ — {C}
az, és C' elhagyhatd. Ezért feltehetjiik, hogy nincs olyan
C eX, melyre p,—p e C.
Legyen
X :{C:CG Eap¢ Cv_'p¢ C}U
{C:C¢%,CU{p}eX},
Yo={C:CeX,p¢gC,—p¢CIU
{C:C¢x,CU{-p}eX}

019



Rezolucid

Bizonyitas folytatésa
Y1 és Yo egyike sem kielégithets. Valdban, ha pl. 3i-et kielégit
egy (parcidlis) értékelés, akkor Y-t kielégiti ugyanez az értékelés
azzal, hogy p értéke 0.
igy az indukcids feltevés szerint
0O € Res™(X1) N Res™(X2).

Ezért O € Res*(X), vagy

{p} € Res*(X) és {-p} € Res*(2).
Ebbdl O € Res™(X).
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Deduktiv rendszerek

(0]



A kovetkezokben olyan rendszereket mutatunk be, melyekben
formdlisan bizonyithatd, hogy egy F' formula tautolégia, vagy
kielégithetetlen, vagy hogy F' formuldk egy > halmazanak
kovetkezménye.

[oYs



Hilbert rendszere
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Hilbert rendszere

Olyan formuldkat tekintiink, amelyekben nem fordul elé A, V, <,
- és 1.

Axiémak

@ (F—-(G—H)—=(F—-G) — (F—H))
@ - (G—F)

@ (F'—) =) F

ahol F, G, H tetszbleges formulak.

Szabily

Levalasztas, vagy modus ponens
F, F—G

)

ahol F, G tetszbleges formulak.

OR



Hilbert rendszere

Definicio
Az érvényesség Hilbert-féle bizonyitasanak vagy levezetésnek
neveziink egy olyan
.. F,
sorozatot, ahol az F; formuldk mindegyike
@ axidoma, vagy
@ elddll az 6t megelézé formuldkbdl levalasztassal.

Azt mondjuk, hogy F' bizonyithatd, vagy levezethetd, ha
létezik olyan F7,..., F), bizonyitds, melyre F' = F,.
Jelolés: 44 F'.
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Hilbert rendszere

Legyen ¥ formuldk halmaza.

Definicio
Y feletti Hilbert-féle bizonyitasnak vagy levezetésnek
neveziink egy olyan

Fi,Fy,.... Iy
sorozatot, ahol az F; formuldk mindegyike
@ axioma, vagy
@ >-beli formula, vagy

@ clball az 6t megel6zo formuldkbdl levéalasztassal.

Azt mondjuk, hogy F' bizonyithatd, vagy levezethet6 X-bdl,

ha létezik olyan Fi,..., F, X feletti bizonyitds, melyre F' = F,.
Jelolés: 3 4 F.

Tehat 4 F akkor és csak akkor, ha ) -4 F.




Hilbert rendszere

Példa

F — F bizonyitdsa, ahol F' tetszlleges.
Legyen G = F — F.

@ F—(G—F) Ax 2.
@ F—G,Ax2.

@ F-(G—F)—»(F—-G) —»(F—F)),Ax1.

@ (F—>G)— (F—F),MP1és3.
@ F—F MP2és4.

Tehat tetszbleges F-re: -y F — F.




Hilbert rendszere

Példa
Fo (G— H)— (F—G)— (F— H)).
Legyen P=G - H,Q=F — (G — H),

R=(F — G)— (F — H). Be kell latnunk, hogy F3 P — R.

@ P —Q Ax2.

@ Q — R, Ax 1.

@ (Q—>R)— (P—(Q—R)), Ax2.

@ P—(Q— R), MP 2 és 3.

@ (P> (Q@—R)—»(P—Q)—(P—R)), Ax 1L
@ (P—>Q)— (P— R), MP 4 és 5.

@ P— R MP15ésb.




Hilbert rendszere

Példa

Jelolje =F az F —| formulét, és -—F az (F —]) —] formulat.

@ | —F, Ax 2.
@ —F — F, Ax3.

@ (—F—F)—({—>—F)—= (= F)), elézdé példa.
@ (- F)—>({—F), MP2és3.

@ |- F MP1és4




Hilbert rendszere

Hilbert rendszerének helyességi és teljességi tétele

Tetszéleges ¥ formulahalmazra és F' formuldra ¥ (= F akkor és
csak akkor, ha ¥ 4 F.

Az elegenddség kovetkezik abbdl, hogy az axiomak tautoldgidk, és
az MP helyes kovetkeztetési szabdly.
A sziikségesség bizonyitdsat késobb végezziik el.

Kovetkezmény
Tetszéleges F formuldra = F' akkor és csak akkor, ha k3 F.




Hilbert rendszere

Dedukcios tétel

Legyen 3 formuldk halmaza és legyenek F', G formuldk.
EU{F}"HG s Yy F— G

Bizonyitas

Elegenddség: Ha X -y F — G, akkor XU {F} 4 F — G. De
YU{F}Fy F, igy MP szerint LU {F} ¢ G.

Sziikségesség: Tegyiik fel, hogy X U {F} ¢ G. A levezetés
hossza szerinti indukcidval igazolhatd, hogy ¥ ¢ F — G.
Tekintslik a levezetés utolsé [épését.




Hilbert rendszere

Bizonyitas folytatasa
e Az utolso lépésben G € ¥, vagy G axiéma. Ekkor
Yy G. A2 axiéma miatt ¥y G — (F — G). Igy MP
felhaszndldsaval ¥ ¢ F — G.

o Az utolso lépésben G = F'. Ekkor X -y F — F az
egyik korabbi példa szerint.

e Az utolsé lépésben G az MP-vel adédik. Ekkor
valamely H formulara léteznek révidebb X U{F} Fyy H - G
és Y U{F} by H levezetések.

Indukcids feltevésbdl: ¥ty F — (H — G) és Xty F — H.
Az 1. axiéma szerint:

Yy (F—(H—-G) = (F—H)— (F—Q).
Az MP kétszeri alkalmazédsaval: Xy F — G.




Hilbert rendszere

Definicié
Formuldk egy 3 halmaza konzisztens a Hilbert rendszerben,
vagy H-konzisztens, ha nem teljesiil, hogy ¥ F.

Allités
> akkor és csak akkor H-konzisztens, ha nem létezik olyan F’
formula, hogy ¥ by F és ¥ ¢ F —| is teljesiil.

Bizonyitas

Ha Xy F és ¥y F —] valamely F-re, akkor MP miatt
Yyl

Tegylik fel, hogy ¥ ). Ekkor az egyik el6z6 példabdl ¥ Fy F
minden F' formulara.




Hilbert rendszere

Allités
3. akkor és csak akkor H-konzisztens, ha minden véges részhalmaza
az.

4

Bizonyitas

Minden levezetés csak véges sok Y-beli formulat hasznal.




Hilbert rendszere

Definicio
Egy ¥ formulahalmazt maximalis H-konzisztens halmaznak

neveziink, ha H-konzisztens és nem létezik olyan F' formula, hogy
F ¢ % és ¥ U {F} H-konzisztens.

Lemma

Minden H-konzisztens formulahalmaz kiterjesztheté maximalis
H-konzisztens formulahalmazza.

Bizonyitas
Legyen 3 H-konzisztens, F1, Fy, ... pedig a formuldk egy
felsoroldsa. Legyen Yo = X és ¢ > 1 esetén
5 { Y,—1 U{F;} ha ez a halmaz H-konzisztens,
v 21;1 kiilonben.

Legyen A = (J X,.
n>0




Hilbert rendszere

Bizonyitas folytatasa

A H-konzisztens, mert minden véges részhalmaza az.

Barmely F formuldra, F € A és F' —|€ A koziil pontosan az
egyik teljesil.

Valéban, ha mindkett6 teljestilne, akkor MP miatt | levezetheto
lenne A-bdl, ellentmondas.

Ha egyik formula sincs A-ban, akkor AU {F'} és AU{F —|}
nem H-konzisztensek. igy A U {F} byl és AU{F =]} .
A dedukcids tétel szerint: Aty F' —| és A by (F —]) —4,
ellentmondas.

fgy A maximalis H-konzisztens halmaz.

Vegylik észre, hogy Ay F esetén F' € A. Tovabba, a fentiek
szerint, tetszOleges F' formuldra, F' és F' —| koziil valamelyik
A-ban van.




Hilbert rendszere

Tétel

Formuldk egy X halmaza akkor és csak akkor kielégithetd, ha
H-konzisztens.

Bizonyitas
Ha X nem H-konzisztens, akkor 3 F4/].
Ezért X =] is teljesiil, és igy X kielégithetetlen.
Tegylik fel, hogy 3. H-konzisztens. Ekkor X kiterjeszthet6 egy A
maximalis H-konzisztens formulahalmazz3. Legyen
1 hapeA,

.A(p):{ 0 hapé¢A.

Beldtjuk, hogy A = A.




Hilbert rendszere

Bizonyitas folytatasa
Az F formula felépitése szerinti indukciéval beldtjuk, hogy A = F
akkor és csak akkor, ha F' € A.

o F egy valtozé: trividlis.
e ' =|. Mivel A H-konzisztens, [¢ A. Tovabba A [~].

e =G — H. A(F) =1 pontosan akkor, ha A(G) = 0 vagy
A(H) =1, ami az indukcids feltevés szerint azzal ekvivalens,
hogy G ¢ A vagy H € A. Belatjuk, hogy pontosan ebben az
esetben teljesil F' € A.

@ Ha G ¢ A, akkor G =€ A, mivel A maximalis H-konzisztens
halmaz. Mivel |— H € A, adddik, hogy F' € A.

@ Ha H € A, akkor mivel H — (G — H) € A, MP
felhaszndlasaval kapjuk, hogy F' € A.

@ Kilonben G € Aés H¢ A. Ha F € A, akkor MP miatt
H € A, ellentmondas. Tehat F' ¢ A.




Hilbert rendszere

Most Gjra kimondjuk korabbi tételiinket:

Tétel

Legyen ¥ formuldk halmaza, F formula.
YEF & Y¥tHy

Bizonyitas
ElegendGség trivialis. Sziikségesség:
Y | F = Y U{F —]} nem kielégithetd
= Y U{F —|} nem H-konzisztens
= Y Fy (F —]) =] (Dedukcids tétel)
= X Fy F (Ax 3, MP)




Hilbert rendszere

Megjegyzés

Az el6z6 teljességi tételbdl (melyet a kompaktsagi tétel nélkiil
bizonyitottunk) kovetkezik a kompaktsagi tétel.

Valéban, ha ¥ |= F, akkor ¥ 3 F'. De minden levezetésben csak
véges sok X-beli formuldt haszndlunk, igy létezik olyan véges

30 C ¥ halmaz, hogy ¥ Fy F.

Megjegyzés

Ha a 3. axiémat kicseréljik a gyengébb |— F' axidmara, akkor az
dn. intuicionista logikat kapjuk.




Helyettesités jbdl



Helyettesités

Az elsérendli logikdban a mar megismert helyettesitésen kiviil
helyettesithetiink termeket az elsérendii valtozék helyére.

Definicié

Legyenek u,t termek, = valtozé. Ekkor az u[x/t] termet az u
felépitése szerinti indukcidval adjuk meg.

t hau=z . .
ulz/t] = { w kilsnben ha u véltozd,

ulz/t] = flur[z/t], ... un[x/t]), ha u= f(ui, ..., uy).

Allftas
ulz/t] gy 4ll elé u-bdl, hogy benne x minden el6fordulasét t-vel
helyettesitjiik.




Helyettesités

Definicio
Legyen F formula, ¢ term, x véltozé. Az F'[x/t] formulat a
kovetkezé médon definialjuk:
e Ha F = p(t1,...,t,) atomi formula, akkor
Flz/t] = p(ti[x/t], ... tn]z/t]).
e Ha F =1 vagy F =/, akkor a két esetnek megfeleléen
Flz/t] =t vagy Fla/f] =\,
e Ha F = G, akkor Fz/t] = ~(Glz/t]).
e Ha =G e H, ahol ® € {\,V, —, <}, akkor
Flz/t] = G[z/t] @ H[x/t].
e Ha F = QzG, ahol Q € {3,V}, akkor Flz/t] = F.
e Ha F = QyG, ahol Q € {3,V} és y # x, akkor:

@ Ha y nem fordul elé ¢-ben, akkor Flx/t] = Qy(G[xz/t]).
@ Ellenkezo esetben legyen z az els6 olyan valtozé, mely nem

fordul el6 t-ben és F-ben. Ekkor Fz/t] = Qz(Gly/z][z/t]).




Helyettesités

Példa
(Fyp(z,y))[z/9(y)] = F2p(g(v), 2).

Lemma

Legyenek u,t termek, = valtozd, A = (A, 1, p) struktira. Ekkor:

A(u[x/t]) = A[xb—m] (’LL),
ahol a = A(t).

Bizonyitas
e u = x. Ekkor u[z/t] =t.
'A(u[x/t]) ( ) [:m—m]( ) = A[mb—)a] (U,)

o u valtozé, u # x. Ekkor u[z/t] = u. Igy:

Alulz/t]) = A(u) = Afgrsq) (u)-




Helyettesités

Bizonyitas folytatasa

o u= f(ul,...,uy). Ekkor ulx/t] = f(ur[z/t],... unlz/t]).

Az indukcids feltevés szerint
, Alui[z/t]) = Ajpisg)(wi), i=1,...,n.
Igy:

A(ulz/t]) = A(f(urlz/t],. .. ualz/t]))

= I(f) (A[am—m] (ul) """ ‘A[ﬂc'—)a] (un))
= -A[:m—m] ( (ul ..... un))
= -A[a:l—m] (u) :




Helyettesités

Lemma

Legyen F' egy formula, x egy valtozd, ¢ egy term. Ekkor
tetszbleges A struktirdra

A(F[.%'/t]) = 'A[xi—m](F)v
ahol a = A(t).

Bizonyitas
F hossza szerinti teljes indukciéval, ahol atomi formula hossza 1.
° IF =p(u1,...,up). Ekkor Flz/t] = p(ui[z/t],... uplx/t]).
gy:

A(F[z/t]) = Alp(uilz/t], ... ualz/t]))
I(p)(A(w[z/t]), ..., Alun[z/1]))
I(p)(Appsa) (u1); - -+ s Afpsa) (un)
-A[gc»—m] (p(u1, ... un))
= A[a:r—m](F)'




Helyettesités

Bizonyitas folytatasa
o F =1 vagy F =|. Trividlis.
o =G e H. Ekkor F[z/t] = G[z/t] ® H[z/1]. Igy:
A(F[z/t]) = A(Glz/t] e H]x/t])

= A(G[z/t]) e A(H[z/1])
= A[aﬂ—)a]( ) A[x»—)a] (H)
= Apa(GeH)
= A[m»—m] (F)

o I = —(. Hasonlé az el6z6 esethez.




Helyettesités

Bizonyitas folytatasa
Legyen Q € {3,V}.
o F = QzG. Ekkor Flz/t] = F. lgy:
A(F[z/t]) = A(F) = Apgrsa) (F),

mert = nem fordul el6 szabadon F-ben.
e F = QyG, ahol y # z, y nem fordul el t-ben. Ekkor

Flz/t] = Qy(Glz/1)). lgy:
AE Fla/tl & QbeA Ay k= Clz/t]

& Qbe A .A[y,_w][x,_m] ): G
Qbe A .A[x,_m} [y—>b] ’: G
Ajpsa) F QYG

A[x»—m] 'Z F.

t e




Helyettesités

Bizonyitas folytatasa

o F=QyG, y # x, y eléfordul t-ben. Legyen 2 az elsd olyan
valtozé, mely nem fordul elé t-ben és F-ben, G' = Gly/z].
Ekkor Flz/t] = Qz(G'|z/t]) = (Q=zG")[z/t].

Mivel QzG' hossza megegyezik az F' hosszaval és z nem
fordul el6 t-ben, ezért az el6z6 eset szerint:

AE (QG)a/t] & Ay E Q=G

De az indukcids feltevést haszndlva a 2. sorban,
Apsa) F Q2G & Qce A Ajyyq)zsg = Gly/ 7]
& Qc€ A Apsqzsdiysd F G
& Qe AAyqgysq FG
& Ao F QYG.




Helyettesités

Bizonyités folytatésa

o igy:
A = Flz/t]

t oo

A (Q2G")[x/1]
Alzsa) E Q2G
Appsa) F QG
Ajpsa) E F.




Helyettesités

Kovetkezmény

Legyen F' = QxzG egy formula és y egy olyan valtozé, mely nem
fordul elé szabadon G-ben. Ekkor F' = Qy(G[z/y]).

Bizonyitas
Minden A struktirara,
AEQy(Glz/yl) & Qbe A Ay ) Glz/y]
& Qbe A Ay oy F G
&S QQbe A A[be] ): G
& AEF




Normalformak



Normalformak

Definicio
Egy formuldt kiigazitottnak neveziink, ha
@ Nincs olyan viltozd, mely kototten és szabadon is eléfordul.

@ Kiilonboz6 kvantor-el6fordulasok rendre kilonb6z6 valtozdkat
kotnek le.

Kovetkezmény

Minden formula ekvivalens egy olyan kiigazitott formulaval, mely

”w 7

eldall a formuldbdl a valtozék atnevezésével.




Normalformak

Definicié
Egy F formula prenex alakd, ha

F=Qy...QuunG,
ahol G kvantormentes és minden @; kvantor.

Allitas
Minden F' formuldhoz létezik ekvivalens prenex alaku kiigazitott
formula.

Bizonyitas
F felépitése szerinti indukcidval. Feltehetjiik, hogy F-ben nem
fordulnak elé a — és <> logikai jelek.

o [ atomi formula. Ekkor F' prenex alaku és kiigazitott.

o ' =1 vagy F =]. Ekkor F' ismét prenex alaku és kiigazitott.

v




Normalformak

Bizonyitas folytatasa
o F'=-G. Legyen Qv ... QnynH a G-vel ekvivalens prenex
alakui kiigazitott formula, mely az indukcids feltevés szerint
létezik. Minden i-re legyen Q) egzisztencidlis kvantor, ha Q;
univerzalis kvantor, és univerzdlis kvantor, ha Q;
egzisztencidlis kvantor. Ekkor

Q1 - Quyn(~H)
F-fel ekvivalens prenex alaki kiigazitott formula.




Normalformak

Bizonyitas folytatasa
o F'=(G1V Ga. Legyenek
QY- QuynH1 és Q21 ... Q;nzmHg
a G1-gyel és Go-vel ekvivalens prenex alakd kiigazitott
formuldk. Feltehetd, hogy az y; és z; vdltozék paronként
kilonboznek. Ekkor

Q1 -+ Quyn@i21 ... Q2 (H1 V Ha)
F-fel ekvivalens prenex alaki kiigazitott formula.

o FF=G1 NGy. Az el6z6 esethez hasonldan.




Normalformak

Bizonyitas folytatasa

o I'=QzG. Legyen Qy1...QnynH a G-vel ekvivalens prenex
alaku kiigazitott formula. Feltehetd, hogy = ¢ {y1,...,yn}
Ekkor

QrQiy1 ... QnynH

F'-fel ekvivalens prenex alakd kiigazitott formula.

Megjegyzés
Az is elérhet6, hogy az F-fel ekvivalens prenex alakd kiigazitott
formula magja konjunktiv vagy diszjunktiv normalforma legyen

(azaz literdlok diszjunkcidinak konjunkcidja, vagy literalok
konjunkcidinak diszjunkcidja).




Normalformak

Definicié
Skolem normalforma egy
V.%'l ce V:L‘nF
alakd kiigazitott formula, ahol F' kvantormentes.

Definicio
Azt mondjuk, hogy az F és G formuldk s-ekvivalensek, jelolés
F = ,G, ha F akkor és csakis akkor kielégithet6, ha G az.

Tehat a = ¢ ekvivalenciarelacié nagyon durvan osztdlyozza a
formuldkat. Két osztdly: a kielégithets és a kielégithetetlen
formulak.

A kovetkezOkben feltessziik, hogy az elsérendii nyelv minden n-re
elegendden sok n-rangu fliggvényszimbdlumot tartalmaz.




Normalformak

Tétel

Minden F' formuldhoz effektiven megadhatoé vele s-ekvivalens
Skolem normélforma.

Bizonyitas
Feltehetd, hogy F' = Q1x1 ... Qnx,G alakd prenex alaki
kiigazitott formula.

o Minden olyan i-re, amelyre ); = 3, elvégezziik a kovetkezd
atalakitdst:
Legyenek z1,...,2; az x1,..., ;1 valtozdk kozil azok,
amelyek univerzalis kvantorral vannak lekotve.
@ Toroljiik a @; kvantort a mellette levs z;-vel egyiitt.
@ G-ben az z; minden eléforduldsat f(z1,. .., zx)-val
helyettesitjiik, ahol f 0] fiiggvényszimbdlum.




Normalformak

Az el6z6 konstrukcid helyessége az aldbbi lemman mulik.

Lemma

Legyen F egy Vi ...Vx,3yG alakd kiigazitott formula, ahol G
nem feltétlenil kvantormentes. Tegylik fel, hogy az f n-rangi (j
figgvényszimbdlum. Ekkor

F = Vo, Voo (Gly/ f(x1, ..., x0)]).

Bizonyitas
F minden modelljéhez elkészithet6 a jobboldalon allé formula egy
modellje, és forditva.




Normalformak

Bizonyitas folytatasa
Jelolje H a jobboldalon allé formulat.
Ha A |= F, akkor legyen BB ugyanaz, mint A, azzal a kiilonbséggel,
hogy tetszbleges a, ..., a, elemekhez I(f) rendeljen olyan b
elemet, melyre

Ay sar).fenan]ly—t] F G-

Ekkor B = H.
Ha B = H, akkor B = F.

Kovetkezmény

Minden F' formuldhoz effektiven konstrudlhaté s-ekvivalens zart
Skolem normalforma, melynek a magja konjunktiv (vagy
diszjunktiv) normalforma.




Normalformak

Legyen X tetszéleges formulahalmaz.

Megadunk egy olyan Skolem normalformakbdl allé A halmazt,
hogy > akkor és csak akkor kielégithetd, ha A az.

Ha ¥ ={F,..., F,}, akkor legyen G az F} A ... A F,, Skolem
normalformdja, és A = {G}.

Ha X végtelen, akkor pl. eljarhatunk dgy, hogy ¥ minden F
formuldjdban minden x szabad véltozét egy 0 ¢ konstansjellel
helyettesitiink, majd minden formulat Skolem normalformara
hozunk dgy, hogy mindig 0j fiiggvényjeleket hasznalunk.




Az elsérendii logika eldonthetésége



Eldonthetoség

Ebben a részben beldtjuk azt, hogy az elsérendii logika
algoritmikusan eldonthetetlen.

Ehhez feltessziik majd, hogy a nyelv egy bizonyos minimalis
bonyolultsaggal rendelkezik.

Ismert, hogy a Post megfelelkezési probléma, PMP
algoritmikusan eldonthetetlen.

Definicio
e Adott: a {0,1} halmaz feletti nemiires szavakbdl all6
rendezett parok egy (ui,v1), ..., (ug,vy) sorozata.
o Kérdés: Létezik-e megoldas, azaz olyan iq,...,i,,n > 1
indexsorozat, hogy
Uiy« o - Ujy, = Vjq - - U4

n*




Eldonthetoség

Tétel (Church)

Nem |étezik olyan algoritmus, mely tetszéleges formulardl eldonti,
hogy tautolégia-e.

Kovetkezmény

Nem létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges formulardl eldonti,
hogy a formula

@ kielégithetb-e, ill.

@ azonosan hamis-e.

Kovetkezmény

Nem létezik olyan algoritmus, mely formuldk egy tetszéleges X
véges halmazardl és egy tovabbi F' formulardl eldonti, hogy ¥ = F
teljestil-e.

v




Eldonthetoség

Bizonyitas
Adott

K = (u1,v1),. .., (ug,vg) € {0,1}F x {0, 1}F
sorozathoz elkészitiink egy olyan Fx formulat, hogy Fx akkor és
csak akkor tautolégia, ha K-nak létezik megoldasa.
Felhaszndljuk az fy, fi 1-rangu figgvényszimbdlumokat, a ¢
konstansszimbdélumot és a p 2-rangl predikatumszimbdlumot.
Tetszbleges u = ay ...ay, € {0,1}* széra és ¢ termre legyen f,(t)
az

Jar(fas (- - (fam (8)) - )

term.




Eldonthetoség

Bizonyitas folytatésa

Legyen
FK:(FI/\FQ) — F3,
ahol
k
Fy = /\p(fui(c)’ fvi(c))v
=1 .
By = VaVy(p(z,y) = [\ p(fus(@): fo,())),
i=1

Fy = 3Fzp(z,2).




Eldonthetoség

Példa
Legyen K a kovetkezd sorozat: (0,01), (
Fr = p(fo(e), folf1(c))) A
p(f1(fo(fo(c))), fo(fo(fi(c)))) A

(
p(f1(fo(c)), fo(c)),
Fy, = VaVy(p( —
),
(
(

100,001), (10,0). Ekkor:

z,y)

(p(fo(), fo(f1(y))) A

p(f1(fo(fo(x))), folfo(f1(y))))) A
(

(
p(f1(fo(®)), fo(y))),
Fs = 3zp(z,2).




Eldonthetoség

Allités
Ha Fx tautoldgia, akkor K-nak van megoldasa.

Bizonyitas
Tekintsiik az A = (A, I) struktirat, ahol a harmadik komponenst
azért nem jeloltik, mert Fx mondat.
@ A=1{01}
@ I(c) =\, az lres szd.
I(fj) : A= A u— ju, j=0,1.
I(p): A2 — {0,1},
I(p)(u,v) =1 < In>03iy,...,0,:

U= Uiy -« Uiy, V= V5 ...7;

n*




Eldonthetoség

Bizonyitas folytatasa
Konnyen [athatd, hogy

AEF és A Fs.
Valéban, A | Fi, mert I(p)(u;,v;) teljesiil minden i-re.
Ha pedig I(p)(u,v) teljesiil az u,v szavakra, akkor létezik olyan
n>0,%,...,0, hogy u =u; ... u;,, V=0 ...0;
igy tetsz8leges i-re I(p)(uiju, v;v) is teljesil, hiszen
UgU = Uiy - . . Uj, €S ViU = VU4, ... U5
Tehdt A = Fh.
igy A | Fx miatt A |= Fs.
Ez éppen azt jelenti, hogy K-nak van megoldasa.

n*

n n*°




Eldonthetoség

Allftas
Ha K-nak van megoldasa, akkor Fx tautoldgia.

Bizonyitas
Legyen A = (A, I) tetszbleges struktira. Be kell Iatnunk, hogy
A = Fk.
Ha A [~ Fy vagy A [~ F, ez nyilvanvald.
Tegyiik fel, hogy A = Fy és A = Fy. Jeldlje iq, ..., i, a K egy
megoldasat.

o Mivel A= F1, ezért A |=p(fu,, (¢), fu,, (c)).

e Mivel A |= F5, indukcidval adddik, hogy

A ): p(fuz]um (C)’ fvijn-Uin (C)), Jj=1...,n.
e Specidlisan A ):p(fu”um (C)7fvi1~--vin (c)). Mivel

Uiy -+ - Ug, = Vjq - ..V, €ZEOrt

‘A(fulluln (C)) = A(fvilmvin (C)), tehdt A ): F3.




Herbrand strukturak



Herbrand strukturak

Tekintslink egy tetszbleges olyan elsérendi nyelvet, mely legaldbb
egy konstans szimbdlumot tartalmaz. Jelolje Ty a zart termek
(vagy alap termek) nemiires halmazit.

Definicio
Herbrand struktiranak neveziink egy olyan 7y = (Tp, Iy, )
struktirat, melyben

Lo(f)(t1, .. tn) = f(t1,... tn)
minden f n-rangu fliggvényszimbdlumra és t1,...,t, alaptermre.
A predikdtumszimbdlumok interpretacidja és o nem rogzitettek.




Herbrand strukturak

Lemma
TetszOleges t alaptermre

To(t) = t.

Bizonyitas

A t felépitése szerinti indukcidval.

Lemma
TetszOleges F' formuldra, x véltozéra és t alaptermre

To(Flz/t]) = Tofzesy (F)-

Bizonyitas
A helyettesitési lemmat alkalmazzuk.
To(Flz/t]) = Topetow)(F)
%[x»—n] (F)




Herbrand strukturak

Tekintslik ugyanazt az elsérend(i nyelvet, mint amelyet Church
tételében megismertiink.
Minden f,(c) alaptermet, ahol u € A*, A = {0,1}, azonosithatunk
az u széval. Ilgy Ty azonosithaté az A* halmazzal.
TetszOleges a = 0,1 és u szb esetén

To(fa(fulc))) = au.
Tehat egy 7o Herbrand struktdra Io(f,) fliggvénye felfoghatd, mint
az u — au, u € A* fliggvény. Ezek szerepeltek a Church tétel
bizonyitasaban.
Tehat a Church tétel bizonyitdsaban Iényegében Herbrand
struktdraval dolgoztunk (izomorfizmus).




Herbrand strukturak

Tétel

Z3rt Skolem normalformak egy ¥ halmaza akkor és csak akkor
kielégithetd, ha létezik Herbrand modellje.

Bizonyitas
Az elegenddség nyilvanvalé.
A sziikségesség bizonyitdsdhoz tegylik fel, hogy Y-nak létezik egy
A = (A, I) modellje. Ezt felhaszndlva megadjuk a ¥ egy
To = (Tv, Ip) Herbrand modelljét.
Legyen tetszbleges n-rangi p predikatumszimbdélumra és tq,...,t,
alaptermekre

@)ty - o t) = ) (AR, -, Alt)).
Azt, hogy Ty = X, Ugy igazoljuk, hogy a kvantorok n szama
szerinti indukciéval beldtjuk, hogy 7o = F, valahanyszor A = F,
minden F' zart Skolem normalformdra.




Herbrand strukturak

Bizonyitas folytatasa
n = 0. F felépitése szerinti indukcidval belatjuk, hogy
To(F) = A(F).

e FF=p(ty,...,ty,) alakd, ahol a t;-k alaptermek. Ekkor

To(F) = Io(p)(To(tr), .-, Totm))
= Io(p)(t,-. )
= I(p)(A(t ) A(tm))
= A(F).

o F' =1, nyilvanvalé.
o '=_G e H. Ekkor

To(F) = To(G) @ To(H) = A(G) » A(H) = A(F).

e I = -G hasonlé.




Herbrand strukturak

Bizonyitas folytatésa

n > 0. Ekkor F' VaG alaki. Tegyiik fel, hogy A |= F.
Ekkor tetszdleges a € A esetén Ap, ) F G.

igy minden ¢ alaptermre, Apoaw) E G, azaz A = Glz/t].
Az indukcids feltevés szerint ebbdl Ty = Gz /t], azaz

TolesTo(t)) = G-
Mivel ez minden ¢ € Tj alaptermre igaz, ezért 7y = VzG, igy

To = F.




Herbrand strukturak

Kovetkezmény

Formuldk egy X halmaza akkor és csak akkor kielégithetd, ha
létezik megszamldlhaté modellje.

Bizonyitas

Az elegendbség trivialis.

Tegylik fel, hogy . kielégitheto.

Akkor az a X’ formulahalmaz is kielégithetd, melyet tigy kapunk,
hogy Y minden formuldjaban minden x szabad valtozét egy csak
x-tol fliggd () konstansszimbélummal helyettesitiink.

Ezek utadn ,,skolemizdljuk” az dsszes Y'-beli formuldt gy, hogy
mindig Uj fliggvényszimbdlumokat vezetiink be.

Az elballé A is kielégithetd, igy létezik Herbrand modellje, ami
megszdmlalhatd.

Ez egyben X' modellje is. Megfeleld valtozé-hozzarendeléssel ebbél
elédll a 3 egy megszdmldlhaté modellje.




Herbrand strukturak

Definicio
Legyen F' =Vxy ...V, F* zart Skolem normalforma. Az F
Herbrand kiterjesztése az
E(F)=A{F"x1/t1]...[xn/tn] : t; € To}
alapformula-halmaz.
Ha X zart Skolem normdlform3k halmaza, akkor
EX) = | J E(F).

Fex




Herbrand strukturak

Kovetkezmény

Zart Skolem normalformak egy ¥ halmaza akkor és csak akkor
kielégithetd, ha F(X) kielégithetd.

Bizonyitas
@ X kielégithetd <
@ >.-nak létezik Herbrand modellje <

@ Van olyan 7y Herbrand struktdra, hogy 7o = F' minden
F € E(Y) formulira <

@ E(X)-nak létezik Herbrand modellje <
@ E(Y) kielégithetd.

Megjegyzés
E(X) akkor és csak akkor kielégithetd, ha itéletkalkulusi
értelemben az.




Herbrand strukturak

A fenti eredmények egyenlGséges elsérendii logikara is érvényesek a
Herbrand struktira definiciéjanak megfelelé médositasaval.

A médositds abban 3ll, hogy nem a T alaphalmazt kell venni,
hanem ennek egy megfeleld kongruenciareldcié szerinti
hanyadosat.

A megszamlilhaté modell létezésére vonatkozé eredmény fligg
attdl, hogy a fuggvényszimbdlumok halmaza megszamlalhaté.




Ismét az eldonthetdségrol



Tétel

Formuldk kielégithetetlensége félig eldonthetd: Iétezik olyan
algoritmus, mely tetszéleges F' formuldra ,,igen” valasszal all meg,
ha F' kielégithetetlen, és ,,nem” vdlasszal 3ll meg, vagy nem all
meg, ha F kielégithetd.

Bizonyitas

Készitsiink F'-fel s-ekvivalens zart Skolem normalformat. Jelolje
ezt G.

Végtelen ciklusban generdljuk n = 1,2,.. .-re E(G) elsé n elemét:
Gi,...,Gy. (Ha E(G) véges, valahonnan ugyanazokat a
formulakat generaljuk.)

Ha {Gi,...,Gy} valamely n-re kielégithetetlen, akkor G és F is.
{G1,...,G,} akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha az
itéletkalkulusi értelemben az. Ez eldonthetd.

Ekvivalens megfogalmazas: A kielégithetetlen formuldk
halmaza rekurzivan felsorolhaté: létezik olyan algoritmus, mely
felsorolja a kielégithetetlen formuldkat.




Kovetkezmény

A kielégithet6 formuldk halmaza nem félig eldontheté.

Bizonyitas

Ellenkez6 esetben a kielégithetdség eldonthetd lenne, ami
ellentmond Church tételének.

Tegylik fel, hogy a kielégithetéség félig eldonthetd egy A
algoritmussal. Legyen B a kielégithetetlenséget félig eldonté B
algoritmus.

Adott F' formuldra futtassuk az A és B algoritmust parhuzamosan
|épésenként. Valamelyik ,,igen” vélasszal megall F-en. Ha ez az A
algoritmus, akkor F' kielégithet6. Ha ez a B, akkor F'
kielégithetetlen.

Megjegyzés

Ha egy probléma és ellentettje is félig eldonthetd, akkor a probléma
eldonthetd.

v




Kovetkezmény

A tautolégidk halmaza rekurzivan felsorolhatd.

Bizonyitas

F akkor és csak akkor tautoldgia, ha = F' kielégithetetlen.

Kovetkezmény

Legyen > véges halmaz. Azon F' formuldk halmaza, melyekre
Y | F, rekurzivan felsorolhaté.

Bizonyitas
Legyen ¥ = {F},...,F,}. ¥ E F akkor és csak akkor, ha

(FEN...\NF,) = F
tautolégia.

Megjegyzés
Az el6z6 4llitds akkor is igaz, ha X rekurzivan felsorolhaté.




A kompaktsagi tétel



A kompaktsagi tétel

Tétel

Egy ¥ formulahalmaz akkor és csak akkor kielégithetd, ha minden
véges részhalmaza az.

Bizonyitas

A sziikségesség nyilvanvald. Az elegenddség bizonyitdsa:

Minden formuldban minden szabad valtozé helyébe helyettesitsiink
egy Uj, csak a valtozétdl fiiggd konstansszimbdlumot. Ezaltal
elérhetd, hogy ¥ mondatokbdl alljon.

Minden X-beli mondatot hozzunk Skolem normélforméara uj
fliggvényszimbdlumok segitségével.

Y. akkor és csak akkor kielégithetd, ha az el84llé X az. (X' minden
modellje a ¥ modellje is, és 3 minden modelljéhez elkészithets a
¥ egy modellje.)

Teljesen hasonléan, a X egy véges Y részhalmaza akkor és csak
akkor kielégithetd, ha a beléle eléallé X, az.




A kompaktsagi tétel

Bizonyitas folytatasa

De ¥ minden véges részhalmaza kielégithetd, igy a X/ és az E(Y)
minden véges részhalmaza is.

Az itéletkalkulus kompaktsagi tétele szerint igy E(X') kielégithetd.
Igy >/ és X is kielégithet&ek.

Kovetkezmény

Legyen ¥ formuldk egy halmaza, F' egy formula. ¥ |= F' akkor és
csak akkor teljesiil, ha létezik olyan véges g C X halmaz, hogy
YoEF.




A kompaktsagi tétel

Ebben a részben struktiran A = (A, I) alakd rendezett part
értiink, tehat elhagyjuk a valtozé-hozzarendelést. Ha IC struktirdk
osztalya, ¥ mondatok halmaza és A =3 minden A € K
struktdrdra, akkor azt is irjuk, hogy K = X.

Mint kordbban, ha IC struktirdk egy osztalya, akkor Th(K) jeldli a
KC elméletét, azaz azon mondatok halmazat, melyek teljestilnek
minden K-beli struktdraban:

Th(K)={F : K E F}.
Ha pedig ¥ mondatok halmaza, akkor Mod (%) azon struktirak
osztalya, melyekben érvényes 3:

Mod(X) = {A: A =X}

Példa

N = (N,+,-,0,1,<) a természetes szimok szokdsos struktirdja,
Ar = Th(N).




A kompaktsagi tétel

Allités
Ar-nak Iétezik olyan (megszamldlhaté) modellje, mely nem
izomorf az N\ struktirdval (nemsztenderd modell).

Bizonyitéas

Legyen c (j konstansszimbdlum és jelolje n az
((L+1)+1)+...4+1) termet minden n természetes szamra. (Az
1 n-szer szerepel. Ha n = 0, akkor ez a term 0.)

Minden adott no-ra Ar U {=(c=mn):0 <n <ng} érvényes abban
a struktdrdban, melyet dgy kapunk, hogy N-ben a ¢ konstansjelet
ng-nal nagyobb szdmmal interpretdljuk.

igy a kompaktsagi tétel miatt a ¥ = Ar U {~(c =n) :n > 0}
halmaz kielégithetd, azaz létezik modellje.

De ¥ minden modellje végtelen. Ezért létezik megszamldlhatdéan
végtelen modellje.

Egy ilyen struktira Ar nemsztenderd megszdmldlhaté modellje.




A kompaktsagi tétel

Allftas

Egyenldséges nyelvben legyen 3 olyan mondathalmaz, melynek
minden n természetes szdmra létezik legaldabb n elemszamu véges
modellje. Akkor ¥-nak létezik megszamlalhatdan végtelen
modellje.

Bizonyitas
Legyen adott n-re F;, olyan mondat, mely azt fejezi ki, hogy
legaldbb n elem van, pl.

dzq ... 3z, /\ —(x; = xj).

1<j

A kompaktségi tétel felhaszndldsival a X' = S U{F, : n > 1}
halmaz kielégithetd, igy van megszdmlalhaté modellje, mondjuk A.
A nem lehet véges, igy a X megszamlalhatéan végtelen modellje.

v




A kompaktsagi tétel

Kovetkezmény
Ha a struktdrdk egy KC osztdlydban minden n-re létezik legaldbb n

szamossagu véges struktira, akkor a C-ban 1évé véges modellek
osztalya nem gyengén axiomatizalhaté.

Bizonyitas
Az 3llitds az, hogy nem létezik olyan > mondathalmaz, hogy

Mod(X) pontosan a K-beli véges struktirdk halmaza. Ez
nyilvanval6 az el6z6 allitasbdl.




A kompaktsagi tétel

Allitas
Ha I = Mod(X) és ha K végesen axiomatizalhatd, akkor létezik
olyan ¥y C ¥ véges halmaz, melyre K = Mod(X%y).

Bizonyitas

Roviden kimondva azt kell igazolnunk, hogy végesen
axiomatizalhaté osztaly minden axidémarendszere tartalmaz véges
axiémarendszert.

Legyen A véges axiémarendszer. Ekkor ¥ |= F' teljesiil minden
F € A formulara.

Mivel A véges, a kompaktsagi tétel felhasznaldsaval adédik, hogy
van olyan ¥ C X véges halmaz, hogy minden F' € A formulara
Yo EF.

Mod(%p) 2 Mod(X) = K.

Mod(%p) € Mod(A) = K.




A kompaktsagi tétel

Allftas
A struktlrak egy K osztdlya akkor és csak akkor végesen

axiomatizalhatd, ha K és a KC komplemense, K is gyengén
axiomatizalhaté.

Bizonyitas
Sziikségesség: trivialis.
Elegenddség: tegyiik fel, hogy KK = Mod(X) és K = Mod(A).
Mod(X U A) = Mod(X) N Mod(A) = 0.
A kompaktsdgi tétel miatt igy van olyan 3y C X és Ag C A véges
halmaz, hogy
Mod(Xo) N Mod(Ag) = Mod(Xg U Ag) = 0.
Mivel Mod(Xg) 2 K, Mod(Ap) 2 K és Mod(Xg) N Mod(Ag) = 0,
ezért Mod(Xg) = K, Mod(Ag) = K.

v




A kompaktsagi tétel

Példa

Minden p primszdmra a p karakterisztikdji testek osztdlya végesen
axiomatizalhaté: F U {p = 0}, ahol F a test axiémak véges
halmaza. B

Példa

A O karakterisztikaju testek osztdlya gyengén axiomatizalhatd, de
nem axiomatizdlhaté végesen.
Valéban, egy axiémarendszer: F U {—(p =0) : p primszam}. Ez
nem tartalmaz véges axidmarendszert, mert minden p primszamra
|étezik p karakterisztikajd test.

Példa

fgy a pozitiv karakterisztikdju testek osztdlya nem gyengén
axiomatizalhaté.




Alap rezoltcié



Alap rezolicid

Legyen > zart Skolem normalformak halmaza dgy, hogy minden
3-beli formula magja konjunktiv normalforma. Az el6zbek szerint
3 akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha E(X) az. Jeldlje E' ()
az E(X)-beli formuldk klézainak halmazat. Az itéletkalkulus
rezollcids tételébdl kapjuk az aldbbi eredményt.

Tétel

Y. akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha E’(X)-bdl levezethet6 az
ures kl6z az alabbi alap rezollcids szaballyal:
cCiLu {E} CyU {—|€}

C1UCy ’
ahol C1, Cs alap klézok és /¢ alap I|tera|




Alap rezolicid

Példa

N ={F}, F=Vz(plx)A-p(f(z)).
To = {a, f(a), f*(a),..., f*(a),...}.

E'(%) = {{p(a)}, {-p(f(a))}, {p(f(a)}, {=p(f(F(a)))}, ..

@ {p(f(a))}, E'(X) kléza
@ {—p(f(a)}, E'(X) kléza

@ 0, 1 és 2, rezolicidval

3




Alap rezolicid

Példa
S ={F},F=
Vavy ((—p(z) vV =p(f(a)) Va(y)) A p(y) A (—p(g(b,x))V ~q(b)))
@ {—p(f(a)),q(d)}
@ {p(f(a)}
@ {qb)}, 1. és2.
@ {p(9(b,a))}
@ {-n(g(b,a)),~q(b)}
@ {—q(b)}, 4 éshb.
@ O, 3. és6.




Alap rezolicid

Az alapklézok hasznalata elkeriilhetd.

Példa
¥ ={F}, F =Va¥y(p(z,9(y)) A —p(f(y),z))
C1 = {p(z,9(y))}, C2 = {-p(f(y),2)}

@ {p(f(2),9(y))}, Ci[z/f(2)] helyettesitéssel

@ {p(f(2),9(v))} Caly/z][x/g(y)] helyettesitéssel
@ [ 1. és 2.




Egyesités



Egyesités

Definicio
Legyen s = [x1/t1]... [z /ty] helyettesitések sorozata. Ekkor
tetszOleges t termre a ts termet n szerinti indukcidval definidljuk:
on=0:ts=t.
o n>0:ts=(txi/t1]...[xn—1/tn-1])[zn/tn].

Az n = 0 esetben s-et []-val is jeldljiik. Ha a ¢;-k mindegyike
alapterm, s-et alaphelyettesitésnek nevezziik.

Példa

f,9)lz/9W)lly/a] = fl(g(a),g(a))
flz9)ly/allz/g9(y)] = f(9(v),9(a))




Egyesités

Definicio
Legyen ¢ literal, C' kléz (azaz literdlok véges halmaza), s
helyettesités. Ekkor
s — p(t1s, ..., tps), hal=p(ty,... t,)
“p(t18, ..., tps) ha l=-p(ty,..., t,).
Tovabba Cs = {¢s: { € C}.

Definicié
Legyen C = {{1,...,0,} kldz, s helyettesités. Azt mondjuk, hogy
s a C egyesitdje, ha (15 = ... = {,s. Azt mondjuk, hogy C

egyesithetd, ha létezik egyesitdje.




Egyesités

[z/a] = p(g(a),g(a))
[z/a] = p(g(a),g(a))

Lemma
Legyenek ¢1, {5 literdlok, ¢1 # £o. I/gy létezik olyan pozicid, ahol /1
és (5 kiilonboznek. Ha {1, 02} egyesithetd, akkor

@ az elsé olyan pozicidn, ahol kiillonboznek, az egyik literalban
egy valtozd van,

@ a masik literdlban pedig olyan t term els6 szimbdluma,
amelyben ez a valtozd nem fordul elé.




Egyesités

Tétel

Létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges C' kldzra eldonti, hogy
C' egyesithet6-¢, és ha egyesithetd, akkor elkészit egy
legaltalanosabb egyesitot, azaz egy olyan s egyesitét, hogy
valahdnyszor s’ egy masik egyesitd, s’ = ss” valamely s”
helyettesitésre.

Megjegyzés

A legéltalanosabb egyesito, ha létezik, [ényegében egyértelmiien
meghatdrozott.




Egyesités

Az egyesitési algoritmus
e s:=[].
e Mindaddig, mig |C's| > 1,

@ Hasonlitsuk ossze C's elemeit, és keressiilk meg az els6 olyan
poziciét, ahol két literal kilonbozik.

@ Ha ezen a pozicién egyik literdlban sem véltozé van, akkor C'
nem egyesithetd.

@ Ha az egyik literdl mondjuk az x valtozét tartalmazza ezen a
pozicidén, a masik literdlban pedig egy ¢ term els6 szimbdluma
all, akkor

o ha z el6fordul t-ben, akkor C' nem egyesithetd,
o kiildnben legyen s := s[z/t].

o Ha a ciklus sikeresen lefut, s a C' legaltalanosabb egyesitdje.




Egyesités

Példa
C = {-w(f(z 9(a,y)), h(2)), =p(f (f(u,v),w), h(f(a,b)))}

so =]

= [z/f(u,v)].
Cs1 ={ -»(f(f(u,v),9(a,y)), h(f(u,v)))
—p(f(f(u,v),w), h(f(a,b)))}
s2 = s1{w/g(a,y)] = [Z/f(uw)][w/g(a,y)]-
Csy ={ —p(f(f(u,v),9(a,y)),h(f(u,v)))
ﬂp(f(f(u,v),g(a, y))? h(f(a7 b)))}

s3 = so[u/al.
s4 = s3[v/b] = [2/f (u, v)][w/g(a, y)l[u/a][v/b].
Csy = {=p(f(f(a,b),9(a,y)), h(f(a,b)))}.

C egyesithetd, s4 a legdltaldnosabb egyesito.




Elsorendl rezolicid



Elsorendi rezolicid

Definicio
Legyenek C] és Cs klézok. Egy R klézt a C; és Cs
rezolvensének neveziink, ha:
o Léteznek olyan sy, s valtozéatnevezések, hogy Cs; és
(589 nem tartalmaznak kozos valtozét.
o Léteznek olyan ¢1,...,0,, € Cys1 és 0y,... 0, € Casy
literalok, ahol m,n > 1, hogy
C={l,....0n0,....0}
egyesithetd az s legdltaldnosabb egyesitovel, és ezek az Osszes
olyan literdlok, amelyeket az s egyesit.

R = ((0181 — {61, - ,ém}) U (0282 — {6’1, - ,K;L}))S




Elsorendi rezolicid

Példa
C1 = {p(f(x)), ~q(2),p(2)} és C2 = {—p(x),7(g9(x),a)} egy

rezolvense
R ={-q(f(2)),r(g(f(x),a))}.
Ehhez el6szor C-ben nevezziik at z-et y-ra.
Cisi = {p(f(2)),~q(2),p(2)}

Casz = {-p(y),r(9(y),a)}
Tekintstik a {p(f(z)),p(z),p(y)} kldzt.
Legéltaldnosabb egyesité: s = [z/f(x)][y/f(x)].

((C1s1 — {p(f(x)),p(2)}) U (Cas2 — {=p(y)}))s = R.




Elsorendi rezolicid

Definicio
Legyen ¥ klézok halmaza.
Res'(Y) = %
Res"™(X) = Res"(Z)U{R:3Ci,Cy € Res™ (%),
R a Cy és Cq egy rezolvense}
Res*(X) = U Res™(Y).
n>0

Tudjuk, hogy Res*(X) a legsziikebb olyan klézhalmaz, mely

tartalmazza Y-t és zart az elsérendi rezolicidra.




Elsorendi rezolicid

Definicié
Az aldbbiakban azt mondjuk, hogy klézok egy ¥ halmaza

kielégithetd, vagy kielégithetetlen, ha univerzalis lezartjaik halmaza
az.

v

Tétel (az elsérendii logika rezolicids tétele)

Klézok egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha
[0 € Res*(%).

Atfogalmazzis

Klézok egy 3. halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha [J
levezethetd -bdl a rezolicids szabdly ismételt felhasznéldsaval.




Elsorendi rezolicid

Példa
Fo=vavy¥s ((-pe) v a(@) v r(e, f(z))
A(=p(z) Va(z) vV s(f(z)))
Ap(a (a) A (=r(a, 2) Vi(2))
A=t(@) v =q(x) A (2t(y) V =s(y)))

—~ —
>
~

F kielégithetetlen-e?

2 ={ {=p(@),q(),r(, f())}{-p(@) q(@), s(f(x))},
{p(a)}, {t(a)}, {=r(a, 2), 1(2)},
{~t(2), ~q(2)}, {~t(y), ~s(y) } }

> kielégithetetlen-e?




@ {~t(x), vq(x)}

@ {i(a)}

@ {~q(a)} (1.2)

@ {p(a)}

@ {—p(x),q(z),s(f(2))}

@ {4(a),s(f(a))} (4.5)
@ {-p(z),q(x),r(z, f())}

® {s(f(a))} (3,6)

@ {4(a),r(a, f(a))} (47)

@ {r(a, f(a))} (3.9)

@ {—r(a,2),t(2)}

@ {i(f(a))} (10.11)

@ {—t(y),~s(y)}

@ {~s(f(a))} (12.13)

@ [1(814)




Elsorendi rezolicid

Lemma (Lift lemma)

Legyenek C1, Cy kl6zok, és legyenek Cf és C% a C és Cy
alappéldanyai. Ha R’ a Cf és C/, egy rezolvense (az itéletkalkulusi
értelemben), akkor létezik a C; és Cy egy olyan R rezolvense,
melynek R’ egy alappéldanya.

Bizonyitas

Legyenek s1 és so olyan véltozdatnevezések, hogy C1sy és Cosg

valtozéi kiilonboznek.

Vildgos, hogy C és C) rendre a Cs1 és Casy alappéldanyai is.

Tovébb3 létezik olyan s alaphelyettesités, hogy C] = C1s1s,

Cé = CQSQS.

Mivel R' a C] és C!, egy rezolvense, |étezik olyan ¢ alapliteral, hogy
teCilelCy R =(C;—{})u(Ch—{0}).




Elsorendi rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Mivel £ € C| = Cs1s, léteznek olyan 4, .., ¢y, € Cys; literdlok,
ahol m > 0, hogy

€=€18=...:€m8.
Hasonldan, léteznek olyan ¢}, ..., ¢/, € Cas2, n > 0 literalok, hogy
(=ls=...=l,s.

Mivel C' = {4, ... ,Km,E, ..., U} egyesithetd, ezért létezik a C
és Cy alabbi R rezolvense.
Legyen sg a C legaltalanosabb egyesitdje. Ekkor

R = ((0181 — {El, ce ,€m}) U (0282 — {Ell, - 7€;1}))80'




Elsorendi rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Mivel sg a legdltaldnosabb egyesitd, létezik olyan r helyettesités,

hogy s = sor.
Ekkor:
R = (Ci—{Hhu(C—{t})
(Cisis — {£}) U (Casas — {£})
= ( (Crsy — {l1, ..., bm}) U (Casa — {1, .. ,E;}))s
(

Clsl {gla---agm})U(CQSQ —{5/17---75%}))507“

Tehdt R a C’1 és Oy egy rezolvensének alappéldanya.




Elsorendi rezolicid

A rezolicios tétel bizonyitasa

Elegendoség
TetszOleges F' formula univerzalis lezartjat jelolje VF'.
Elegendd azt megmutatni, hogy amennyiben R a C] és Cs egy
rezolvense, akkor {VC1,VCs} = VR.
Legyen

R = ((C’lsl — {61, - ,Em}) U (0282 — {6/1, - ,E;L}))S

= (01818 —iﬁ}) ULC'QSQS — {Z}),
ahol s az {{y,...,0n, 0}, ..., 0} legdltaldnosabb egyesitdje és
= ﬁls.




Elsorendi rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Tegyiik fel, hogy A |= VC) és A |=VCs, de A [~ VR.

Ekkor létezik olyan A’ struktira, mely abban kiilonbdzik A-t4l,
hogy a véltozéknak is értéket ad, és amelyre A’ [~ R.

Ekkor A"}~ Cisis — {¢} és A’ }= Casas — {£}, mert kiilonben

A E R (hiszen (C1s15 — {£}) U (Cys25 — {}) az R alappéldanya).

Ugyanakkor, mivel A =V és A |=VCy, ezért A’ = Cys1s és
A" | Casas. ~
lgy A" =0 és A’ |= (. Ellentmondds.




Elsorendi rezolicid

Sziikségesség (teljesség)

Tegyiik fel, hogy X kielégithetetlen.

Az alaprezollcids tétel szerint létezik az alapklézok olyan
C1,...,C) =0 sorozata, hogy minden i-re C{ egy X-beli kléz
alappéldanya, vagy valamely j < k <i-re a C; és O rezolvense.
A lift lemma felhasznalasaval ebbdl elkészithetd a klézok egy olyan
C1,...,C, sorozata, hogy minden i-re C! a C; egy példdnya, és
minden i-re C; € 3 vagy valamely j, k < ¢ mellett a C; a Cj és C},
egy rezolvense.




Linedris rezolucid



Linedaris rezolicid

Definicio
Legyen ¥ klézok halmaza. Azt mondjuk, hogy egy C kléz linedris
rezolicidval levezethet Y-bdl, ha létezik egy olyan

Co,...,Ch
kldzsorozat, hogy Cy € X, C,, = C, és ¢ > 0 esetén C; a C;_1 és
egy XU {Cy,...,C;_1}-beli in. oldalkléz rezolvense. A Cj klézt
a levezetés bazisanak nevezziik.




Linedaris rezolicid

Példa

¥ ={{p,q},{p,~a}, {-p, ¢}, {-p,~q}}.

Linedris rezollcids levezetés:

® {»q}

@ {p} 1L.{p,—q}
@ {¢} 2.{-»dq}
@ {—»} 3.{wp—q}
@ 4.2




Linedaris rezolicid

Ha linedris rezolucidéval levezethetd Y-bdl O, akkor rezolicidval is,
igy 2 kielégithetetlen (azaz a X-beli klézok univerzélis lezdrtjainak
halmaza kielégithetetlen).

A forditott irdnyd allitas a linedris rezollcié teljessége. Ennek
igazoldsahoz, a lift lemma miatt, szoritkozhatunk az itéletkalkulus
klézaira.

Definicio
Legyen X az itéletkalkulus klézainak halmaza, ¢ egy literal.

@ Yo az a halmaz, melyet ligy kapunk X-bdl, hogy elhagyunk
minden f-et tartalmazé klézt, majd a maradék klézokbdl
elhagyjuk £ minden el6fordulasat.

@ Yy_q az a halmaz, melyet Ggy kapunk X-bdl, hogy elhagyunk
minden (-et tartalmazé kldzt, majd a maradék kl6zokbdl
elhagyjuk £ minden el6fordulasat.




Linedaris rezolicid

Vildgos, hogy A = X akkor és csak akkor, ha A(¢) =1 és
A E Yy, vagy A(l) =0és A = Xyp.

igy > akkor és csak akkor kielégithetd, ha X,—g vagy >y—1
kielégitheto.

Tétel (A linedris rezolucié helyességi és teljességi tétele)

Klézok egy ¥ halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha
>-bél levezethetd az ures kldz linedris rezolicidval.




Linedaris rezolicid

Bizonyitas

Csak az itéletkalkulus esetére.

Az elegend6ség nyilvanvalé.

A sziikségesség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy X kielégithetetlen.
A kompaktsagi tétel miatt az is feltehetd, hogy X véges.

A X-ban szerepl6 valtozdk n szama szerinti indukcidval beldtjuk az
alabbit:

Ha ¥/ C ¥ minimalis kielégithetetlen halmaz és C' € ¥/, akkor [J
levezethetd Y'-bdl olyan linedris rezoldcids levezetéssel, melynek
bézisa C.

n = 0. Ekkor ¥ = {0} és az 4llitas nyilvanvald.




Linedaris rezolicid

Bizonyitas folytatasa

n > 0. Legyen ¥’ C ¥ minimdlis kielégithetetlen halmaz. Ha
Y/-ben < n — 1 véltozd fordul elé, akkor az indukcids feltevés
alkalmazdsaval készen vagyunk. Tegylik tehdt fel, hogy >'-ben n
valtozé fordul elé. Legyen C € X',

1. eset. |C| =1, azaz C = {/¢} valamely ¢ literdlra.

Ekkor Xj_, kielégithetetlen.

Legyen X" a 3j_, minimdlis kielégithetetlen részhalmaza.
Létezik olyan C’ € X" kléz, amelyre C' U {/} € X'

(Ellenkezé esetben ¥ a X/ — {C} kielégithetetlen részhalmaza,
ellentmondva ¥’ minimalitdsidnak.)




Linedaris rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Mivel ¥"-ben legfeljebb n — 1 véltozd fordul elé, létezik X" feletti
C'=Cy,C4,...,Cp = O linedris rezoliicids levezetés.

Mivel C" a C = {¢} és C" U {f} Y'-beli klézok rezolvense, ezért
C,C'.Cq,...,Cp =0aX UX feletti linedris rezolicids
levezetés.




Linedaris rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Vegyiik vissza a C;, i > 1 klézokba az / literdlt, ahol esetleg
elhagytuk. igy egy X'-feletti C,C’,CY, ..., C", linearis rezoldcids
levezetéshez jutunk, ahol C! = O vagy C!, = {/}.

Ha C! = [, készen vagyunk. Ha C! = {¢}, akkor a sorozatot az

ires klézzal folytatva X' feletti linedris levezetéshez jutunk (mert
{¢} € ).




Linedaris rezolicid

Bizonyitas folytatasa

2. eset |C| > 1. Legyen L€ C, C" = C — {¢}.
Ekkor C" € X_,.

¥)_o — {C"} kielégithetd. (Valéban, mivel X' — {C} kielégithetd,

létezik olyan A, melyre A =% — {C}. Mivel A £ Y/, ezért
A £ C. gy € € C miatt A(f) = 0. Kovetkezésképp

AR, —{C'})

Ugyanakkor Xj_ kielégithetetlen. Legyen X" a Xj_, minimalis
kielégithetetlen részhalmaza. Az el6z8ek miatt C’ € X".

Az indukcids feltevés miatt létezik X felett egy
C'=Cy,C4,...,Cp =0 linedris rezoliciés levezetés.




Linedaris rezolicid

Bizonyitas folytatasa

Vegyiik vissza ¢-et mindenhova, ahonnan elhagytuk. igy eléall egy
Y feletti C' = C(, C1, ..., CJ, linedris rezoldcibs levezetés.

Ha C/, = [, készen vagyunk. Ellenkezé eseten C], = {/}.

Mar lattuk, hogy a ¥’ — {C'} minden modellje 0-t rendel ¢-hez.
Ezért (X' — {C}) U {¢} kielégithetetlen.

Az 1. eset szerint létezik (X' — {C}) U {¢} felett egy

{¢} =Cf,CY,...,C =0 lineéaris rezoliiciés levezetés.

Feltehetd, hogy C7, ..., C} {£}-t8l kiilonboznek.
C=CyC,...,CL ={¢},CY,...,Cf = a keresett levezetés.




SLD rezolicié



SLD rezolticio

Csak Horn-klézok halmazaira teljes.
(Logikai programozésban fontos eset.)

Definicié

Horn-kléz: olyan kléz, melyben legfeljebb egy literal pozitiv.
Negativ kldz: minden literdl negativ.

Program kl6z vagy definit kl6z: nem negativ Horn-kléz.

Definicié

Legyen 3 Horn-klézok halmaza. Egy Cy, C1,...,C, X feletti
linedris rezoliciés levezetést SLD levezetésnek neveziink, ha Cj
negativ kldz.

v

fgy 1> 0 esetén a C; a Cj_1 és egy >-beli program kléz rezoIvense.J




SLD rezolticio

Tétel

Legyen 3 Horn-klézok halmaza. Ha a C' € X negativ bazisklézbdl
levezethetd az iires kldz, akkor X kielégithetetlen. Forditva, ha a C
negativ kléz benne van ¥ valamely minimilis kielégithetetlen
részhalmazdban, akkor az lres kléz SLD rezoliiciéval levezetheté 3
felett a C' bazisklézbdl.

Bizonyitas

Az 1. allitas nyilvanvalé. A 2. bizonyitasdhoz tekintsiink egy olyan
minimalis kielégithetetlen X’ részhalmazt, mely tartalmazza C-t.
Az el8z6 tétel bizonyitdsa szerint létezik olyan X' feletti linedris
rezollcids levezetése az ures kléznak, melynek bazisa C. Ez egyben
SLD rezoliicids levezetés is.




SLD rezolticio

Kovetkezmény

Horn-klézok egy 3 halmaza akkor és csak akkor kielégithetetlen,
ha SLD rezoldciéval levezethetd beldle az tires kldz.

Megjegyzés
Amennyiben X egy kivétellel programklézokbdl all, tgy akkor és

csak akkor kielégithetetlen, ha a benne levé negativ kl6zbdl indulva
SLD rezoliciéval levezethet6 az lres kléz.

4




A logikai programozas alapjai



Logikai programozas

Alapfeladat

Adott V((Q1 A ... A Qy) — P) alakd univerzalis formulak 3 véges
halmaza, ahol Q1,...,Q,, P atomi formulak, és adott egy
A(R1 A ...\ Ry,) egzisztencidlis formula, ahol Ry, ..., R,, atomi
formuldk, igaz-e, hogy

Y E IARiA...ANRp)?

Atfogalmazés

Adott {P,—Q1,...,~Q,} programklézok egy véges Y. halmaza
(azaz egy logikai program), és egy {—Ry,...,— Ry}
kérdéskloz vagy célkloz, kielégithetetlen-e a
SU{{~Ri,...,Rp}} kiézhalmaz?




Logikai programozas

Példa

s (a){szereti(Eva, alma)}
(b){szereti(Eva, bor)}
) (¢){szereti(Addm, x), —szereti(z, bor)}

Cél: {—szereti(Addm, y)}.

@ {—szereti(Adam,y)}

@ {—szereti(y,bor)} 1., (¢), [x/y] helyettesitéssel

@ O 2., (b), [y/Eva] helyettesitéssel
Tehat:

{szeretl(Eva alma), szereti(Eva, bor), Vz(szereti(z, bor) —
szereti(Adém, )} = 3y szereti(Adam, ). Pl. y = Eva.




Logikai programozas

Prolog szintaxissal az €l6z6 példa:
szereti(éva, alma).

szereti(éva, bor).

szereti(adam, X) : — szereti(X,bor).

?7— szereti(ddam,Y).




Logikai programozas

Példa

S:{{z+ 0=z} {z+y =(z+y)}}
Cél: {~(0" +0"=u)}

Atfogalmazés
X (a) {A(z,0,2)},  (b) {A(x,y,2"), ~A(x, y, 2)}
Cél: {=A0",0" u)}
@ {—A0" 0" u)}
@ {~A(0",0°,2)}  (b), s1= [2/0"][y/0[u/z]
@ {~A(0",0, w)} (b), s2 = [x/0"][y/0][z/w]
@0 (a) s3=[x/0"][w/0"]

A 3. |épésben a (b) kldzra a [z/w] valtozdatnevezést alkalmaztuk.

Tehat: usyses3 = 07", azaz A(0"”,0”,0"").




Logikai programozas

Definicié

Legyen X logikai program, G = {—Ry,...,~R,} kérdéskléz.
Konfiguracié: (G, s), ahol G negativ kléz, s helyettesités.
Legyenek (G, s) és (G', s') konfiguriciék. (G, s) + (G', s’)
akkor és csak akkor, ha van olyan programkléz, melynek G’ a G-vel
alkotott rezolvense, melynek képzésében az r legaltaldnosabb
egyesitét hasznaltuk, tovdbba s’ = sr.

Kiszamitas: Minden (G,[]) F (G1,s1) F ... F (G, Sm) véges
sorozat, ahol G a kérdéskléz.

Egy kiszamitas sikeres, ha utolsé tagja (O, s) alakd.

Sikeres kiszamitas eredménye: (R A ... A Ry,)s, ahol (O, s) az
utolsé tag.




Logikai programozas

Tétel

A X-beli klézok univerzélis lezértjai halmazanak akkor és csak
akkor logikai kovetkezménye 3(Ry A ... A Ry,), ha létezik sikeres
kiszamitas.
Sikeres kiszamitads eredményének minden alap példanya a 3-beli
klézok univerzalis lezartjai halmazdnak logikai kovetkezménye.
Ha valamely s’ helyettesitésre (R; A ... A R,,)s’ minden alap
példdnya a 3-beli klézok univerzilis lezartjaibdl allé halmaz logikai
kovetkezménye, akkor |étezik olyan sikeres kiszamitds, melynek
(R1 A...A Ry)s eredményére

(RiA...ANRy)s" = (RiA...\Ry)ss"
valamely s” mellett.




Heterogén elsorendli logika



Heterogén elsorendii logika

Legyen S tipusok (megszdmlalhaté) halmaza, és minden s € S
tipusra z§,...,z5,... s tipusi valtozdk végtelen sorozata.
(Amennyiben a tipus impliciten adott, gyakran csak z;-t frunk

helyett.)

Minden (s1...8p,8) € S* x S rendezett parra legyen adott az
(81...8n,s) tipusi figgvényszimbélumok vagy miiveleti
szimbdélumok megszdmlilhaté halmaza.

Minden sy ...s, € S*-ra legyen adott az s1 ... s,, tipusu
relaciészimbdélumok vagy predikatumszimbdélumok
megszamlalhaté halmaza.




Heterogén elsorendii logika

Definicio
Minden s € S-re az s tipusu termek a kdvetkezék:
e Minden s tipusi valtozé.
e Minden f(t1,...,t,) alakd kifejezés, ahol f valamely
S1y.-.,8n € S tipusokra (s1 ...y, s) tipusd miveleti
szimbdlum és t; s; tipust term, i =1,...,n.




Heterogén elsorendii logika

Definicié
Az atomi formulak az

T(tl, N ,tn)
alakd kifejezések, ahol 7 egy s1 ... s, tipusu reldciészimbdélum, t;
pedig s; tipust term, ¢ =1,... n.

Definicié

Formulak azok a kifejezések, melyek eldlinak az atomi
formuldkbdl a A, V, —, <> és — logikai Osszetevok és az
egzisztencidlis és univerzalis kvantifikacié haszndlataval.




Heterogén elsorendii logika

S tipusu strukturdn egy A = (A, I, o) rendszert értiink, ahol
A = (As)ses nemiires halmazok rendszere, az I interpretacios
fiiggvény minden f (s1...sp,s) tipusd fliggvényszimbdlumhoz
egy

I(f): As, X ... x A, — Ag

fuggvényt, és minden s1...s, tipust predikdtumszimbdlumhoz egy
I(r): Ag, x ... x As, —{0,1}
predikdtumot (vagy I(r) C As, X ... x A, reliciét) rendel.

A homogén esethez hasonldan definidljuk azt, hogy mikor elégit
ki egy A struktira egy F' formuldt, azaz mikor teljesiil az A = F
relacié.




Heterogén elsorendii logika

Példa
S = {i,b}.
Fliggvényszimbdlumok:

e (A, i) tipusd: 0,1

e (A, b) tipust: true, false
(11,9) tipust: +, X, ...
(bb,b) tipusi: A,V,...
(
(
(

)
i1,b) tipusd: <,>,...
bii, 1) tipusd: ite (az ,,if then else” roviditése)




Heterogén elsorendii logika

Példa folytatasa
Predikdtumszimbdlumok:
e 47 tipusit: <, >,...
@ bb tipusi: =
Termek:
o t1: ite((z+ 1)<y V x>z, x,y+2), ahol 2=1+1.
e ty: ite(z>y,y,z) + 1.
Formulak:
o Fi: t1 <taVig <ty
o Iy dxty < tg




Heterogén elsorendii logika

Példa folytatasa
Struktira: D = (D, 1,¢)
e D,=N, D,={0,1}

o [: a szokasos fliggvények, relacidk,

. r hab=1
lte(baway) = {y ha b =0

e p:x—1ly—2,2—3,...
D(t1) =4, D(t2) = 2.
D(Fy) = 1.




Heterogén elsorendii logika

A homogén esetre bizonyitott eredmények érvényben maradnak a
heterogén elsérendii logikara is.

J




Masodrendii logika



Masodrendii logika

Az elsdrendii logika bévitése relaciévaltozokkal
(predikatumvaltozékkal).

Formulak
Az elsérendli logika formulaképzési szabalyai plusz:
e Ha R n rangl predikatumvaltozé és t1, ..., t, termek, akkor
R(t1,...,t,) is atomi formula.

e Ha R n rangl predikdtumvaltozé és F' formula, akkor 3R F
és VR F is formuldk.

Struktura

A= (A, 1,p), ahol A, I mint az elsérendii esetben, a ¢ értékelés
pedig minden x elsérendii valtozéhoz az A egy elemét, minden R
n rangl predikdtumviéltozéhoz pedig egy A™ — {0,1}
predikdatumot rendel.




Masodrendii logika

Legyen A = (A, I, ) struktira, F formula. Az A = F reldciét az
elsérendii esethez hasonldéan definidljuk az alabbiak figyelembe
vételével:
e A R(ti,...,t,) akkor és csakis akkor, ha
e(R)(A(t1), ..., Altn)) = 1.
o A= 3R F akkor és csak akkor, ha létezik olyan ¢/, mely
legfeljebb az R-en tér el p-tél, amelyre (A, I,¢') E F.
e A EVR F akkor és csak akkor, ha barmely olyan ¢’ esetén,
mely legfeljebb az R-en tér el p-tdl, (A4,1,¢") = F.

Az, hogy A |= F fenndll-e, ismét fliggetlen azon véltozdk értékétdl,
melyek nem fordulnak el6 szabadon F-ben.

v




Masodrendii logika

Példa

A természetes szdmok szokdsos struktirdja kielégiti a
VX ((X(0) AVz(X(x) = X (2'))) = Vo X (z))
indukcids axiémat.

A fenti formula monadikus, mert X 1-rangu reldciévaltozoé.

(Monadikus mésodrendii logika)

A masodrendii logika sok tekintetben az elsérendii logikatdl
eltéréen viselkedik. Pl. nem igaz a kompaktsdgi tétel.




Maésodrendii logika és regularis nyelvek

Legyen A véges nemiires halmaz (abc). AT jeldli az A feletti
véges, nemiires szavak halmazat.

Tekintslik azt az egyenloséges masodrendii nyelvet, mely
tartalmazza a suc kétvaltozds, és a P,, a € A egyvaltozods
reldcidszimbdlumokat.

Minden u € AT n-hosszi szé felfoghaté olyan struktiirdnak, mely
tartéhalmaza az {1,...,n} halmaz, melyben suc(i, j) akkor és
csak akkor, ha j =i+ 1, és P,(i) akkor és csak akkor, ha u i-dik
betiije a.




Maésodrendii logika és regularis nyelvek

Példa

u = aab mint struktira:
tartéhalmaz: {1,2,3}
suc(1,2), suc(2,3)
Pa(l)a Pa(2)a Pb(3)

Példa

First(z) :  —(3y suc(y,x))
Last(z): —(3y suc(x ,y))

F: Vx((First(z) — Py(x) A (Last(z) — Py(x))
G: F AVaVy(suc(z,y) = (Pu(z) > Py(y))
H: 3JX((First(z) — X(x)) A (Last(z) —
~X(x)) AVaVy(suc(z,y) — (X(z) < —X(y))))




Maésodrendii logika és regularis nyelvek

Tétel

Egy L C A" nyelv akkor és csak akkor regularis, ha a monadikus
masodrendii logika valamely mondatanak osszes moddelljébol all.

Példa
F: a(a+0)*b
G: (ab)™

H:((a+b)(a+b)"

Tétel

Egy L C A" nyelv akkor és csak akkor van NP-ben, ha az
egzisztencidlis masodrendii logika valamely mondatanak osszes
moddelljébdl all.




Hardware és software rendszerek verifikacidja



Verifikacid

Verifikacié el6térbe kertilése:
o Biztonsagi szempontbdl kritikus rendszerek

o Kereskedelmi szempontbdl kritikus rendszerek

A formalis verifikdci6 {6 részei
@ A rendszer leirdsa (modell leiré nyelv)
@ Az elvart tulajdonsdgok leirdsa (specifikdcids nyelv)

o Verifikdciés médszer (az adott modell kielégiti-e az adott
specifikacidt)




Verifikacid

A formalis verifikacié fajtai
o Bizonyitds alapt vagy modell alapd

Automatizalt, manualis vagy ezek kombinacidja

A tulajdonsdgok teljes vagy részleges verifikacidja

Elsédleges vagy utdlagos

Alkalmazési tertilet
@ Hardware és software rendszerek
@ Szekvencidlis és konkurrens rendszerek

o Reaktiv és terminalé rendszerek




Verifikacid

Két verifikaciés médszerrel ismerkediink meg:
@ Modell ellenérzés: modell alapt, automatikus, konkurrens és
reaktiv rendszerek.
@ Hoare kalkulus: bizonyitds alapd, félig automatikus,
szekvencidlis programok verifikacidjara alkalmas. (Létezik
konkurrens kiterjesztés is.)

A Hoare kalkulushoz hasonld, de nem axiomatikus mddszert
vezetett be Floyd.




Modell ellenorzés



Modell ellenorzés

Legyen adott az alaptulajdonsagok egy A halmaza, melyet
rogzitettnek tekintiink.

Kripke modellnek, vagy modellnek neveziink egy
M= (S,—,L)
rendszert, ahol
e S az dllapotok nemiires halmaza (dltaldban véges),
o —C S x S az dtmeneti relacid,
e L:S— P(A)={B: B C A} a cimkefliggvény.
Kikotjiik, hogy Vsds’ s — s'.
Elegend6 lenne famodellekre szoritkozni.




Modell ellenorzés

Példa
o A={p,q,r}
e S ={s0,s1,82}
e —= {(s0, 1), (s0, $2), (51, S0), (51, 52), (2, 52) }
o L(so) ={p,a}, L(s1) ={a.r} L(s2) = {r}

p.q




Modell ellenorzés

Specifikacios nyelvek

@ Linear Temporal Logic vagy Linedris Temporélis Logika
(LTL)

@ Computation Tree Logic (CTL)
@ u-kalkulus

stb.
Mi csak a CTL-lel foglalkozunk.




Modell ellenorzés

Formuldk
A CTL (allapot)formulai:

o1
ep peA

e F, FANG, FVQG, ...

e AX F, EX F
o AFF,EF F
e AGF,EGF
e A(FUG), E(FUQG)




Modell ellenorzés

Informélis jelentés

AX F: Minden rakovetkezo adllapotban érvényes F'.

EX F: Létezik olyan rakovetkezo6 allapot, melyben érvényes
F.

AF F: Minden, az allapotbdl indulé végtelen it tartalmaz
olyan allapotot, melyben érvényes F'.

EF F: Létezik olyan, az allapotbdl indulé végtelen Gt, mely
tartalmaz olyan allapotot, melyben érvényes F'.

AG F': Minden, az allapotbdl indulé végtelen (it minden
allapotaban érvényes F'.

EG F': Létezik olyan, az allapotbdl induld végtelen ut,
melynek minden allapotdban érvényes F.




Modell ellenorzés

Informalis jelentés folytatdsa

e A(F U G): Minden, az allapotbdl kiinduld végtelen dton van
olyan dllapot, ahol érvényes GG, és az (ton ezt megel6z6
allapotok mindegyikében érvényes F'.

e E(F U G): Létezik olyan, az éllapotbdl indulé végtelen (it,
melyen van olyan allapot, ahol érvényes G, és az Uton ezt
megel6z6 dllapotok mindegyikében érvényes F'.

Példa

A korabbi modell sy adllapotaban érvényesek: p, AX r, EX ¢,
EG ¢q, AXEG r, A(q U r).




Modell ellenorzés

Példa
o EF(started A —ready)
o AG(requested — acknowledged)
o AGEF enabled
e EFAG deadlock




Modell ellenorzés

A szemantika formalis definicidja

Tetszbleges M modellre, s allapotra és F' formuladra definidljuk,
hogy mikor érvényes (vagy teljesiil) az F' formula az M adott s
dllapotdban. Jeldlés: M, s |= F.

M5
M,s Ep
M,s E-F
M,s EFNG
M,s =FVG
M,s EAXF

M,s EEXF

teeoe R

M,s
p € L(s)

M,s = F

M,sl=Fé M,sE=G
M,s = F vagy M,s =G
Vs — s M,s = F
s — s M, EF




Modell ellenorzés

A szemantika formalis definicidja, folytatas

M,s
M,s
M,s
M,s
M,s

M,s

EAGF & Vs=s0—=>8 —... Vi M,s; EF
EEGF & ds=sp—=s1— ... Vi M,si = F
= AF F & Vs=sp— 8 —... I M,s; =F
EEF F & ds=sp—=> 81 —... I M,s; EF
FAFUG) & Vs=s)— s —...3

M,s;=EGésVj<iM,sj =F
EFEEFUG) & Js=sy—>s—...3
M,Si):GéSVj<7;M,Sj):F




Modell ellenorzés

Példa

p.t

so kielégiti: AF ¢, AF r, EXEX r, AGEF(p V r).
so nem elégiti ki: AXEX r, AGAF gq.




Modell ellenorzés

Definicio
Ekvivalensnek nevezziik az F' és G formuldkat, ha tetszéleges
M modellre és s allapotra
M,s=EF < MsEG.
Jelolés: F = G.

Néhany ekvivalencia

o —AF F = EG—F és -EG F = AF-F

e -EF F = AG—F és -AG F = EF-F

o "AX F = EX-F és -EX F = AX—F

e AFF=A(t UF)éEFF =E(T UF)

e A(FUG) = ﬁ(EGﬁG VE(-G U(=F A ﬁG)))
A(F U G) akkor és csak akkor nem teljesiil, ha van olyan
végtelen Ut, amelyen végig nem teljesul G, vagy az els6 olyan
helyre, ahol G teljesiil, =F" teljesul egy megel6z6 helyen.




Modell ellenorzés

Az utolsé ekvivalencia bizonyitéasa
Tegyiik fel, hogy (M,s) = A(F U G).
Minden s-bdl indulé végtelen dton kielégiil valahol G, azaz
M, s = EG-G.
Beldtjuk még, hogy M, s = E(—G U (=F A =G)).
Ellenkez6 esetben létezik olyan s-bdl indulé végtelen Gt, melyre:
e —F A =G kielégiil valahol
@ az elsd olyan dllapotra, ahol =F' A =G kielégiil, fennill, hogy
el6tte -G mindig teljesiil:
-G,-G, ..., -G, -F NG, ...

@ De akkor:
FAN-G,FAN-G,...,FAN-G,-FN-G,...
ellentmondasban azzal, hogy M,s = A(F U G).
A forditott irdny hasonld.




Modell ellenorzés

Kovetkezmény

Az AG, EX, EU modalitdsok adekvat halmazt alkotnak.
Hasonldéan AG, AX, AU és AF, EX, EU is adekvatak.




Modell ellenorzés

Modell ellendrzési algoritmus
e Bemenet: M = (S, —, L) véges modell, F' formula.

o Kimenet: Azon s € S dllapotok Sz halmaza, melyekre
M,s = F.

e Madédszer:
El6szor linedris idében olyan alakra hozzuk F-et, hogy benne
legfeljebb az AF, EX, EU modalitdsok ésa A, =, L éspe A
jelek forduljanak el6.
Majd F' minden egyes G részformuldjara meghatarozzuk az
S¢ halmazt.




Modell ellenorzés

Modszer
o G=|: Sq=0.

e G=p Sg={seS: pelL(s)}

e G=-H: S5¢=5-54.
o G = Hy| N Hy: SG:SHIQSH2.




Modell ellenorzés

Modszer

o G =AF H: S a legsziikebb olyan halmaz, mely tartalmazza
Sir-t, és amelyre teljesiil, hogy ha s olyan allapot, melynek
minden rakovetkezbje Sg-ben van, akkor s is Sg-ben van.
Tehdt, ha |S| = n, akkor

n

Se = S
=0
So = Su
Sj+1 = SjU{SZVS%S,SIESj}




Modell ellenorzés

Modszer
e G=EXH: Sqg={s:3s— ¢ s €Sy}
e G =E(H, U Hy): Ekkor S¢ a legsziikebb olyan halmaz, mely

tartalmazza Spy,-t és amelyre tetszéleges s — s esetén, ha
s € Sy, és s’ € Sg, akkor s € Si. Tehit:

Se = S
=0
So = S,
Sj—H = SjU{S:SGSHl/\ElS—}SISIGSj}

Megjegyzés
Az algoritmus linedris a formula és négyzetes a modell méretében.
Létezik olyan algoritmus is, mely a modell méretében is linedris.




Modell ellenorzés

Probléma

Az allapotrobbanas problémdja: egy 100 bindris komponensbél
allé rendszer modelljének allapotszama 2190,

Szimbolikus modell ellen6rzési médszerekkel mégis
lehetséges ilyen nagy allapotszamd rendszerek verifikacidja.




Floyd-Hoare logika



Floyd-Hoare logika,

Legyen adott egy elsérendii nyelv (azaz a fiiggvény- és
relaciészimbdlumok egy-egy megszamlalhaté halmaza).

Definicio
A while programok az aldbbiak:
@ z :=t, ahol z valtozé, t term,
e Pi; Py, ahol P;, P, while programok,

o if r then P; else P, ahol r kvantormentes formula, P;, P
programok,

o while r do P, ahol r kvantormentes formula, P program.




Floyd-Hoare logika,

Legyen P program, A = (A, I) struktira. Ekkor P indukal az
értékelések felett egy [[P]] relacidt: tetszéleges ¢ és
értékelésekre a p[[P]]1) akkor és csakis akkor, ha a P programot a
 altal adott kezdeti értékeken futtatva P végrehajtdsa
befejezddik, és a valtozdk végértékét v adja.

Megjegyzés
Béarmely p-hez legfeljebb egy olyan 1 létezik, melyre p[[P]]1).




Floyd-Hoare logika,

A szemantika formélis definicidja

Legyen P program, A elsérendii struktira. Tetszéleges ¢
véltozéértékelésre legyen A, = (A, I, p). Ekkor tetszbleges ¢, 1)
értékelésekre ¢[[P]]1y akkor és csak akkor, ha az alabbi esetek
valamelyike teljestl:

o P=u:=tés1)=gplr— A,(t).
e P= Pl;PQ és dr (p[[Pl]]T és T[[PQHT/J
o P =if r then P else P és
ellP]ly & Ay(r) =1
ollP]ly ¢ Ay(r)=0.




Floyd-Hoare logika,

A szemantika formélis definiciéja, folytatas

e P =whiler do P; és Jog,...,0n, n >0, 00 = @, 0n =1,
0i[[P1]]oit1, Agi(r) =1,i=0,...,n—1, Ay, (r) = 0.




Floyd-Hoare logika,

Definicié
Parcialis helyességi kifejezések az
{F}P{G}
alakd harmasok, ahol P program, F' és G els6érend(i formuldk.

Definicio

Azt mondjuk, hogy az {F'} P{G} parcialis helyességi kifejezés

teljesiil (vagy érvényes) az A = (A, I) struktirdban, vagy A

kielégiti az { F'} P{G} parcialis helyességi kifejezést, jelben

A = {F}P{G}, ha valahdnyszor ¢, 1) olyan értékelések, hogy
(A, L, ¢) = F és o[[Pllv,

(A, 1Y) = G.

fenndll, hogy




Floyd-Hoare logika,

Példa
P=y:=1;whilexz>0do (y:=yxzx; z:=x—1)
Ekkor a standard struktiraban:
el[Ply & ((p(z) <0, ¥(z) = p(z),9(y) = 1)
V(p(z) >0, 9(z) =0, ¥(y) = a!))
Ne(z) =¥(2), =z & {z,y})

Az el6z6 P programra és az egész szamok standard A
struktirdjdra:
A E {z=2AN2>0}P{y=2IAz =0}

A E {z=z}Ply=2'vy=1}




Floyd-Hoare logika,

Példa

Az egész szamok szokasos strukturajaban érvényes:
{a >0}
z =0
y =1

while y < a do
r=x+1, y=y+2x+1
{0<2?<a< (z+1)?




Floyd-Hoare logika,

Példa
P’ = while  # 100 do z := x + 2

Ekkor a standard struktirdban érvényesek:
{z = 2}P'{x =100}, {t}P'{z =100}




Floyd-Hoare logika,

Definicié
Totalis helyességi kifejezésnek neveziink egy

F)P[G)
hdrmast, ahol P program, F', G formuldk.
Azt mondjuk, hogy az A = (A, I) struktira kielégiti az [F|P[G]
totdlis helyességi kifejezést, ha tetszdleges olyan ¢ értékelésre,
melyre A, |= F, létezik olyan (egyértelmiien meghatdrozott) 1
értékelés, hogy ¢[[P]|y és Ay = G. Jelolés: A |= [F]P[G].




Floyd-Hoare logika,

Példa

Az el8z6 P, P’ programokra és az A standard struktdrara:
A E [zr=zANz>0Ply=2]
A ¥ 1P = 100]
A E [z <100 A (3u z = 2u)]P'[z = 100]




Floyd-Hoare logika,

Megjegyzés

A £ [F]P[1] akkor és csakis akkor teljesiil, ha P megall minden
olyan ¢ esetén, amelyre A, = F. Jelolés: [F|P .

Tehdt A = [F|P[G] akkor és csak akkor, ha A |= {F}P{G} és
A= [F]P \.




Floyd-Hoare logika,

A Hoare-féle szabélyok

o Ertékadas

{Fle/t)}2 == t{F}

e Kompozicié
{(FyP{H} {H}P{G}
{F}P; P{G}

o Feltételes utasitas
{FAr}P{G} {FA-r}P{G}

{F}if r then P; else Po{G}




Floyd-Hoare logika,

A Hoare-féle szabalyok, folytatds

e Ciklus
{F Ar}P{F}

{F}while r do P{F A —r}

e Monotonitas Tegyiik fel, hogy V(F — F’) és V(G' — G) az

A elsérend(i elméletében vannak, Akkor:
{F"}P{G"}

{F}1P{G}




Floyd-Hoare logika,

Definicio
Legyen A elsérendii struktira. Azt mondjuk, hogy az {F'} P{G}
parcidlis helyességi kifejezés levezetheto (vagy bizonyithatd)
Th(A)-bd|,

Th(A) - {F}P{G},

ha létezik a parcidlis helyességi kifejezések olyan

Eo, Er, ..., By
sorozata, hogy E,, = {F}P{G} és minden i > O-ra E; a fenti
szabalyok valamelyikével 3ll elé az Ey, F1, ..., E;_1 kifejezésekbdl

és a Th(A) formulahalmazbdl.




Floyd-Hoare logika,

Tétel
Ha Th(A) - {F}P{G}, akkor A = {F}P{G}.

A tétel megforditdsa dltaldban nem igaz, de érvényes az un.
expressziv struktirakra, azaz azon A = (A4, I) struktirdkra,
amelyekre igaz a kovetkez6: Tetszdleges P programhoz és G
formuldhoz létezik olyan F' formula, hogy barmely ¢ értékelésre
Ay, = F akkor és csak akkor, ha [[P]] nem értelmezett ¢-n, vagy
ha értelmezett, akkor arra a 1)-re, melyre [[P]]4, teljesiil, hogy
Ay EG.

Pl. az egész szamok (vagy a természetes szdmok) standard
struktirdja expressziv.

Tétel (Cook)

Ha A expressziv, akkor A = {F'} P{G} esetén
Th(A) - {F}P{G}.




Floyd-Hoare logika,

A totalis helyesség szabéalyai

A ciklus szabaly kivételével hasonléak a parcidlis helyesség
szabadlyaihoz.
Az 4j ciklus szabdly: tegyiik fel, hogy az A = (A, I) struktiradban
I(<) egy jol megalapozott részbenrendezés. Ekkor:

[FAr At =2|P[F At < 2]

[F]while r do P[F' A —r]
ahol zg mashol nem fordul el6.




