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1 Bevezetés

A kvantumszamitas egy izgalmas és gyorsan fejlodo kutatasi tertilet.
Egyre n6 azoknak a kutatoknak a szama, akik érdekl6dést mutat-
nak a téma irant. A fizikusoktol kezdodden, az informatikusok,
matematikusok, de még a filozofia miiveloi is bekapcsolédnak a
kvantum alapi szamitas tanulmanyozasaba.

Eddigi eredmények. Mar megalkottak egy 7 gbites kvantum
szamitogépet amely kiszamitotta a 15 szam primtényezos felbontasat.
Nemrégen egy 16 gbites gépet hoztak létre. Becslések szerint
hatékony gyakorlati alkalmazashoz legalabb 3000 gbit és 128 kvan-
tum kapu megvaldsitasara van sziikség.

Az elsé el6adason az alapfogalmakat (Hilbert tér, qbit, kvantum
kapu, kvantumszamitégép) tekintjiik at.

A masodik el6adason Shornak a természetes szamok primtényezos
felbontasat kiszamito algoritmusat tanulmanyozzuk.



A vektortér
A (G, -, e) rendszert csoportnak nevezziik, ahol G halmaz, a -
binaris G feletti muvelet. - -ot szorzasnak nevezzilkk. A - szorzas
miiveletre teljestl az alabbi harom feltétel:

1. - asszociativ.

2. e € (G egységeleme G-nek: minden a € G esetén: a - e =
e-a=a.

3. Minden a € G esetén: létezik egy ™! € G gy hogy a-a™! =

al-a=e.

Ha - kommutativ, azaz minden a,b € G esetén, a-b =0b-a
akkor G Abel (kommutativ) csoport.

Az (F,+,0,-, 1) rendszert testnek nevezziik ahol F' halmaz, + és
- két valtozos mivelek. 4-t osszeadasnak, --t szorzasnak nevezziik.
Tovabba teljesiilnek az alabbi feltételek:

1. (F,+,0) Abel csoport.

2. (F—{0},-1) Abel csoport. 0 # 1.

3. aszorzas disztributiv az Osszeadéasra: a-(b+c¢) =a-b+a-c.

A vektor tér harom 0Osszetevobdl All:

1. (V,+) Abel csoport. V elemeit vektoroknak nevezziik.

2. (F,+,0,-,1) test. F avalos szamok halmaza vagy a komplex
szamok halmaza. F' elemét skalarnak nevezziik.

3. - muvelet, a skalarral valé szorzas miivelete. Minden ¢ € F
ésa e Vesetén, c-aeV.

Minden o, 6 € V', ¢, € F esetén,

c-la+pB)=c-a+c-p,

(c+d)-a=c-a+-a,

(c-d)-a=c-(d-a),

l-a=a.

C a komplex szamok testét jeloli.



Legyenn > 1. Az{ aq, ..., ay, } vektorhalmaz linedrisan fiiggetlen

ha minden ¢4, ..., ¢, € F' esetén,

ha cpoaq + o9 + -+ - + ¢, = 0

akkorci =c=---=¢, =0.

Ha {aq,...,a, } € C" vektorhalmaz nem linedrisan fiiggetlen,
akkor az { v, . . ., ay, } vektorhalmazt linearisan figgének nevezziik.

Tetszoleges A-beli U vektorhalmaz 0sszes linearis kombinacidinak
H halmaza A (a C relaciéra nézve) legsziikebb olyan résztere
amely tartalmazza U-t. Azt mondjuk hogy U kifesziti a H részteret.
Ha U linearisan fiiggetlen vektorhalmaz kifesziti az egész A teret,
akkor azt mondjuk hogy U az A-nak egy bazisa. Azt mondjuk
hogy A véges dimenzids ha van A-nak véges bazisa.

Allitas 1.1 Ha {b1,ba, ..., b0} és {c1,co,... ¢y} bdzisai az
A vektortérnak, akkor m = n.

Legyen A egy véges dimenzios vektortér. A tetszoleges bazisanak
az elemszamat A dimenziéjanak nevezziik és dim(.A)-val jeloljik.
Példaul az R? vektorteret (kifesziti a { (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) }
linedrisan fiiggetlen vektorhalmaz. Ez a halmaz bazisa az R® vek-
tortérnak. Tehat dim(R?) = 3.

Legyenek V4 és Vp vektorterek ugyanazon F' test felett. Az
A . V4 — Vg leképezést linedrisnak nevezziik ha teljesil hogy

Ala+ ) = A(a) + A(B) és A(ca) = cA(a).

Definicié 1.2 Legyen V4 eqy vektortér. Az A : V4 — Vy
linedris leképezést operdtornak nevezzik.



Az n-dimenziés komplex vektortér

Definicié 1.3 Az n-dimenzids komplex vektortér fogalma.

V =C". Azazn hosszu vektorokat tekintink, amelyek kom-
ponenser kompler szamok.

F=C.

Minden o, 3 € C" vektorhoz hozzarendeliink egy (o, 3) kom-
plex szamot gy hogy az alabbi hat feltétel teljesul:

1. (a, 0) = (B, a)7,

2. (ca, B) = c*(a, B),

3. (04+v B) = (a, B) + (7, B),
4. (o, cf) = cla, B),

5. (a,B+7) = (a,8) + (o, ),
6

«,
(a,a) >0 és (a, ) = 0 akkor és csak akkor ha o = 0.
(e,

Azt mondjuk hogy (a, ) az o és 3 vektorok belsé szorzata.

[tt a ¢ = a + 1b komplex szam konjugaltja a ¢* = a — b szam.
Az «, 3 vektorok altal bezart szog a 6 valos szam:

0 = arccos ) .
ol B]]
Ebbol kovetkezik hogy
(v, B)
cost = :
ol B]]

Az « vektor hossza (norméja) ||a|| = /(a, a). A norméra teljesiil

hogy
minden « vektor esetén, ||« > 0,

minden «a, § vektor esetén,||a + S| < ||a|| + || 8],
minden ¢ € C és a vektor esetén, ¢ - ||af| = |¢| - ||a]], és
minden « vektor esetén, ||c|| = 0 akkor és csak akkor ha oo = 0.
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Legyen o # 0 és 3 # 0. Ha («, 3) = 0, akkor cos(6) = 0. Tehat
0 = 5. Azt mondjuk hogy a és 3 merdlegesek (ortogonalisak) ha
(@, 3) = 0.

Allitas 1.4 Az n-dimenzids komplex vektortérben ha az
{er,...;en}
vektorhalmazra teljestl hogy elemei paronként ortogondlisak,
akkor { ey,... e, } bazist alkot.

Az n-dimenziés komplex vektortérben ha az {ey,...,e,} vek-
torhalmazra teljesiil hogy elemei paronként ortogonalisak, akkor
{e1,...,e, } vektorhalmazt ortogonalis bazisnak nevezziik. Ha
még az is teljesiil hogy minden vektor hossza 1, akkor { ey, ... e, }
vektorhalmazt ortonormalis bazisnak nevezzik. Az {ey,... e, }
ortonormalis bazisra teljesiil hogy (e;, e;) = 0 hai # j és (e;, ;) =
1 hai = j. Azaz (e;,e;) = 0;;, ahol 9;; a Kronecker delta
fuggvény.

Allitas 1.5 Az n-dimenzids komplex vektortérnek van orto-
gondlis bdzisa.



Az n dimenzios Hilbert tér

Definicié 1.6 Azn dimenzidos H,, Hilbert tér: a komplex szamok
felettt n dimenzios vektortér belsd szorzattal és a belsd szorzat
altal szarmaztatott normdval.

Allitas 1.7 Tetszoleges n dimenzios ‘H,, Hilbert térnek létezik
eqy ortonormdlis bazisa.

Vegytlink egy tetszoleges ortonormaélis bazist. Az ortonormalis
bazis elemeit irhatjuk ket vektorokként:

{’0>7‘1>7"'7‘i>7"'7‘n_1>}'
1
0




n—1) =

1
Az ortonormalis bazis elemeit irhatjuk bra vektorokként:
{<O’7<1‘7"'7<i‘7"'7<n_1’}'
Ol=10...0...0,d=01...0...0),..., @4 =
(00...1...0),....(n—1=(00...0... 1),
Vegyiik észre hogy (i| = |i)T, 1 <i < n.
Tetszoleges |1) ket vektor el6éll az ortonormalis bazis ket vek-
torainak a linearis kombinaciojaként.
|'¢> == 040‘0> + O{1|1> + e OZZ|’L> + -+ ozn_l\n — 1>,
ahol o, ..., a4, ...,0,-1 € C.

Definicié 1.8 M mdtriz M1 adjungdltjdt vgy definidljuk hogy
az M transzpondltjaban minden elemnek vessziik a konjugaltjdt.

Minden |¢)) ket vektornak a dudlisa a (| bra vektor.

[) = ()7 és (o] = (J))T".
(] = a5 (0] + af(l + -~ +af (i + -+ aj_y(n - 1].

87y

[¥) =




(W] = (agaf-+-aj -+ afy).
A [1h,), [1hy) vektorok belsé szorzatéat (1h,|1y) jeloli.
Példak: Legyen |1,), |1y) € Hy. Ekkor
‘¢a> = &0‘0> + Ozﬂl} + 042‘2> + 043‘3>
[¥6) = Bo]0) + Br[1) + B22) + Bs)3)
o
(Walin) = (i af a3 a)| 5 | = i+ aifh + a3, + ajfy

B

loy (Yaltha) = oo + aiar + ajas + ajas

= ‘040‘2 + ‘041‘2 + ‘042‘2 + ‘043‘2.
Legyen

[a) = (1+1)[0) + (2 — 30) 1)

) = (1= 20)[0) + (3 + 20)|1)
Ekkor (1ha|t) = (140)*(1 = 2i) + (2 —30)*(3+2i) = (1 —i)(1 —
20) + (24 31)(34 21) = —1 + 104,

Definicié 1.9 Legyen |v,) és |iy) két vektor a H, Hilbert
térben. Azt mondjuk hogy [1b.) €s |iby) merdlegesek egymdsra
(azaz ortogondlisak) ha a belsd szorzatuk 0.

Az f . 'H, — H, leképezést linearisnak nevezziik ha teljestil

hogy f(|tha) + |th)) = f([$0a)) + f([¥n)) és flcltba)) = cf([¥a)).

Definicié 1.10 Az f : 'H,, — 'H,, linedris leképezést operdtornak
nevezzik.

Az U operatornak megfeleltetiink egy U matrixot Ggy hogy az
U operator végrehajtasa egy [1,) ket vektoron megfelel az U
matrixszal valé szorzasnak:

U(\%» - U‘¢a>



U matrixot meg tudjuk konstrualni ha ismerjik U értékeit a
bazisvektorokon. Az operatort azonositjuk a matrixaval. Igy van
értelme az U operator UT adjungéltjanak is.

Tenzor és kiils6 szorzat
Definicio 1.11 A 'H,, és H,, Hilbert terek tenzor szorzata a

H,.m Hilbert tér. Azaz, H,QH,, = Hym. Itt ® a tenzor szorzat
jele.

Az A m X n-es matrix és a B p X g-es matrix A® B tenzor szorzata
az alabbi modon definialt.

a1; aig ... Qip
Definici6 1.12 Legyen A = a?l a?Q a?n
Gt e O
bi1 b2 ... by
B b?1 b?g b?q
bpi by ... by
Ekkor
anB apB ... a1, B
A®B— ag?B CI/Q?B CLQT.LB

am B aneB ... a,,B

Minden 1 <i<mn,1<j<m esetén a;; B eqy rész mdtrix
amelyet ugy kapunk a B mdtrizbol hogy B minden elemét
megszorozzuk a;;-vel. fgy az A ® B madtrix eqy mp X ng-es
mdtriz.



Példaul az ( Z ) és ( cCZ ) vektorok tenzor szorzata az

ac

a@c_ad Lt
! d—bcveor.

bd

fgya\@‘(é)ésam—(?)

1
vektorok tenzor szorzata a [0) ®|[1) = ( 0 )@( (1) ) =

0
1
0 vektor.

0

Egy H,-beli vektor és egy H,-beli vektor tenzor szorzata egy H ;-
beli vektor. Az el6z6 példaban két Ho-beli vektor tenzor szorzata

egy ‘Hy-beli vektor.

Egy m x 1 matrix (ket vektor) és egy 1 x n-es matrix (bra vektor)
tenzor szorzataként kapott m x n matrixot a két vektor kiilso

szorzatanak hivjuk. Példaul tekintsik a

‘wa> -

és

|1y) =
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ket vektorokat. A |1,) ket vektor és (1),| bra vektor |1),) (1| kiilso
szorzatara teljestl hogy

o' aplBy B anlBy opfs
bl = | O | (55 B; g5 g) = | 00 P el ol
0% a2y o] asfy o3
o asBy 3B asfB; o3B3

Kvantum allapotok
Az allapot egy kvantum fizikai rendszer teljes leirasa. A kvantum
allapotot egy olyan ‘H,, Hilbert térbeli vektorral abrazoljuk aminek
a normaja 1.

|¢a> = 040‘0> + O{1|1> + - OJZ|’L> + - ozn_1|n — 1>
Tekintsiik a |1,) és |1y) ket vektorokat amelyekre teljesiil hogy
[1a) = |,y és ¢ komplex szam abszolit értéke 1. Azt mondjuk
hogy |14) és |1.) ugyanazt az éllapotot abrazoljak. A zérd vektor
nem abrazolja a kvantum fizikai rendszer egyetlen allapotat sem.
A hagyoméanyokat kovetve feltessziik hogy a [1),) allapotvektorra
(Va|tha) = 1. Ezért

S feul® = 1.
A |1,) és |¢y) éllapot vektorok belso szorzata a két allapot altal
bezart altalanositott szoget abrazolja. A (1,|Yy) = 0 egyenléséget
ugy értelmezziik hogy [1),) és [1y) egymasra merdleges (ortogonalis)
allapotokat reprezentaljak.

A kvantum fizikai valtozé
A fizikai rendszer mérheto tulajdonsagat fizikai valtozonak nevezziik.
A kvantum fizika formalizmusa a kvantum fizikai valtozot egy
onadjungalt (mas széval Hermite-féle) operatorral irja le. A fizikai
valtozd megmérésekor az operator valamely sajatértékét kapjuk
eredménytil.
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Definicié 1.13 Az U operdtor a 'H,, Hilbert térben
Hermite-féle (6nadjungdlt) ha U = U
unitér ha UUT =UTU =1

Az U unitér operator ‘H,,-beli allapot vektorokhoz H,,-beli allapot
vektorokat rendel hozza. Ezt az alabbi két egyenloséggel irjuk le.

‘¢b> - UWJ
<¢b‘ - <¢a‘U

Definicié 1.14 Tekintsik a 'H,, Hilbert teret. A fizikai vdltozo
eqy olyan Hermate-féle operdtor amelynek a sajatvektorai bdzist
alkotnak.

Allitas 1.15 1. A fizikat valtozo sajdtértéker valos szamok.
2. A fizikar vdltozo két kulonbozo sajdtértékéhez tartozo
sajdtvektora meroleges eqgymdsra.

3. A fizikar valtozo sajatvektorar ortonormalis bdzist alkot-
nak H,,-ben.

A fentieket ujra megfogalmazzuk.

Allitas 1.16 A H,, Hilbert térben minden U fizikat valtozonak
van n sajdtvektora: |n;), 0 <i <n —1. Tovdbbd

{ ’n0>7 ‘n1>7 AR ’nl>7 T ‘nn—1> }

eqy ortonormdlis bazis H,-ben. Az |n;) sajdtvektorhoz tar-
tozik a \; sajatérték valos szam, 0 < i <n—1. Uln;) = \i|n;).

A kvantum fizikai valtozé megmérése
A fizikai rendszer mérhet6 tulajdonsagat fizikai valtozonak nevezziik.
A kvantum fizika formalizmusa az U kvantum fizikai valtozét az
U onadjungélt (mas széval Hermite-féle) operatorral irja le. Az U
fizikai valtozé megmérésekor az U operator valamely \; sajatértéket

12



kapjuk eredményiil. A fizikai valtozok megmérése utan azonnal a
kvantum éllapot U-nak az |u;) sajatvektora és a megmért érték a
A; sajatérték.

A gbit fogalma és fizikai megvaldsitasa

A kvantum bit (roviden ¢bit) egy vektor a két dimenzios Hilbert
térben. Ebben a vektortérben a |¢) vektort

) = a[0) + au[1)
alakban frjuk fel, ahol o, a; komplex szdmok |apl? + |a1]? =
ajag + ajag =1 és a|0), |1) vektorok ortonormélis bazist alkot-
nak a Hy térben. Azt mondjuk hogy ¢ a |0), |1) béazis vektorok
linedris kombinaciéja. Amikor megmériink egy gbitet akkor a |0)
eredményt kapjuk |ap|? valészintiséggel és az |1) eredményt kapjuk
|av1|? valdszintiséggel.

A gbit a |0) és |1) kozott végtelen sok allapotben lehet, amig
meg nem mérjiuk. Példaul a gbit lehet a

310) +411)
allapotban és a gbit megmérésekor i valszintiséggel a |0) bazis
vektort kapjuk eredményiil és % valoszintiséggel a |1) bazis vektort
kapjuk eredménytil. Azt mondjuk hogy egy kvantum rendszer zart
amig nincs kolcsonhatasban a kulvilaggal, azaz amig nem végziink
mérést a rendszeren.

Valaszthatunk méas ortonormalis bazist is. Példaul tekintsiik a

+) =
—) = 0)—[1)
V2

bazis vektorokat.
Ekkor a [1)) gbitet az alabbi médon reprezentalhatjuk:

. L@%i = 040‘0> + Ofl|1> = 0507|+>\_/‘_§‘_> + 0517‘+>\;§‘_>.
ena
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) = ewsen| ) o e,
11
A Hadamard matrixot sokszor fogjuk hasznalni. H = % ( L1 )
A Hadamard matrixszal valé balrdl valé szorzéas a ¢ = agl0) +
aq|1) allapothoz milyen ¢ allapotot rendel hozza ?

6 = Hlp) = k(i _11) (Z?) = Jg(ZSfZZ) Tehit
¢ = J5((ag +1)[0) + (g — a1)|1)).

Két gbit altal alkotott par, osszefondédas

Tekintsiik a H4 Hilbert teret és a |00), |01), |10), |11), bézis
vektorokat. A [¢) éllapotvektor el6all a bazis vektorok linearis
kombinaciojaként:

w = &00‘00> + 0401‘01> + @10‘10> + 0411‘11>,
ahol a0, a1, aqg, a1 komplex szamok. Amikor megmériink két
qgbit altal alkotott |1)) part, akkor a kvantum rendszer [¢) allapotét
ravetitjiik a négy bézis allapot valamelyikére, az |agol® |1]?,
|10]?, |a1]? valdszintiséggel.

‘0400‘2 + ‘&01‘2 + ‘&10‘2 + ‘0411‘2 = 1.

Tekintik az két gqbitbdl allo rendszernek azt a specialis allapotat
amikor

oy = Q] = % és a1 = a9 = 0. Egt az allapotot Bell
allapotnak nevezziik és a gbit part pedig EPR péarnak hivjuk.
Tegyiik fel hogy a két gbithdl 4llo rendszer ebben az allapotban
van. Amikor megmérjiik az elso gbitet a két lehetséges eredmény:
0, % valdszintiséggel és 1, % valdszintiséggel. A két megfelelo mérés
utani allapot:

45) =100
€S
91 =11
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Amikor megmeérjiik a mésodik qbitet, a két lehetséges eredmény:
0, 5 L valészintiséggel és 1, valoszmuseggel A két megfelel6 mérés
utam allapot:

¥5) = |00)
€S
¥f) = 1)

A két mérés osszeflige egymassal. Amikor az elsé bitet mérjik
meg ugyanazt az eredményt kapjuk mint amikor a masodik bitet
mérjik meg. A két gbit lehet kiilonbozo helyen, mégis amikor
megmérjik a masodikat tudjuk hogy az els6 milyen allapotban
van.

A Bell allapotok. Négy specialis allapotot hivunk Bell allapotoknak.

A Bell allapotokegy ortonormalis bazist alkotnak.
’6 > 100) +|11>

4. |By) = RS,

A két gbithol allo rendszer lehet szuperpozicié allapotban vagy
osszefonodott allapotban. A szuperpozicio allapotban mindegyik
(mind a kett6) gbitnek jol definialt allapota van, két allapot tenzor
szorzata a rendzser allapota. Az osszefonddott allapotban a két
qbitbdl allé rendszernek jol definialt allapota van, de egyik gbit-
nek sincsen jol definialt allapota. Példaul tekintsiik azt az esetet
amikor az elsé gbit az |1) allapotban van, a masodik gbit pedig a
\/g(]m + |1)) dllapotban van. Ekkor a rendszer allapota eléall a
két gbit allapotanak a tenzor szorzataként.

A0} + 1) = 3110 + 1)) =

Tekintsiik a \/g(]O(D + |11)) = dsszefonddott dllapotot. Ezt az
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allapotot nem lehet két gbit allapotanak a tenzor szorzataként
felirni. Altaldban is igaz, hogy az osszefonodott allapotot nem
lehet két gbit allapotanak a tenzor szorzataként felirni.

Altaldban az n qbitbol allé rendszert a 2" dimenzids ‘Hon Hilbert
térben egy 1 (egység) hosszu vektor reprezentédlja. Teljesiil hogy
Hon a tenzor szorzata n darab két dimenzios Hilbert térnek.

A gbit megvalédsitasa az elektron spinjével
A kvantum részecske (mint példdul az elektron) nem rendelkezik
definialt forgas tengellyel. Az elektron toltése valtozo térbeli eloszlassal
rendelkezik. Ennek a toltés eloszlasnak az idobeli valtozasa tarsul
az elektron benso forgasaval a térben véletlenszerti iranyokban.
Az elektron benso forgasahoz rendeliink egy fizikai mennyiséget, a
“spin sz0g mozgasmennyiséget”-ot. A spin leirja az elektron benso
szOg mozgasmennyiséget. A kisérletek azt igazoltak hogy az elek-
tron spinje 'felfelé mutat’ vagy ’lefelé mutat értéket’ veszi fel a
mérés tengelye mentén, fiiggetlentil attol hogy hogyan valasztjuk
meg a meérés tengelyét.

A |0) és |1) qubit allapotok megfelelnek a spin fel | T) és spin
le | |) allapotoknak egy éltalunk valasztott tengely mentén, ilyen
lehet példaul a z tengely. A spin allapotokat ortogondlis egység
vektorokkal reprezentaljuk:

w=11=(g)em=1n=(1]

Kvantum kapu és kvantum aramkor
A kvantum kapukbol épitjiik fel a kvantum szamitogépet. A kvan-
tum kapu az inputjat az outputba transzformalja at az igazsagtablaja
alapjan. A kvantum kapu a kvantum rendszer allapotat transz-
formdalja at egy 1j allapotba. A kvantum kapuk (és a beléliik
felépitett kvantum aramkorok) altal megvaldsitott dllapot tran-
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szformaciokat unitér operatorokkal irjuk le. Az allapot transz-
formaciot leird matrixot athelyezé matrixnak nevezziik.

Az athelyezo matrix unitér és az altala indukalt transzformacio
megfordithatd. Az unitér transzformacio megfelel egy hossz megorzo
és informacié megorzo forgatasnak a vektortérben.

A kvantum kapunak a bemenete és a kimenete ugyanannyi véges
sok gbitbol all. Tehat a bemenet allhat 1,2,3 stb gbitbol, a
kimenet is ugyanannyi gbitbol all mint a bemenet. A bemeneti
allapotot és a kimeneti allapotot egy-egy Hilbert térbeli vektorral
irjuk le A Hilbert tér dimenziéjanak a szama 2 hatvanya ahol a
kitevd a bemeneti gbitek szama. Azaz a Hilbert tér Hy amikor
a bemenet 1 gbitbdl all, H, amikor a bemenet 2 gbithdl all, Hyg
amikor a bemenet 3 gbithdl all, sth. Az n-gbites kvantum kapu be-
meneti allapota az egyes input gbitek Ho-beli allapotvektorainak
a tenzori szorzata.

Példaul ha ¢ és 1 a 2-gbites kvantum kapu bemeneti gbitjeinek
az allapotvektorai akkor ¢ ® 1 a kvantum kaput inputjanak az
allapotvektora. Az n-gbites kvantum kapu elemzésekor hasznalt
ortonormalis bazis:

1. |0) és |0) Hy -ben amikor n = 1

2. 100) és |01) [10) és |11) Hy -ben amikor n = 2

3. 1000), |001), |010), [011), |100), [101), [110) és |111) Hg -ban
amikor n = 3 stb.

Tegyiik fel hogy |V') a kvantum rendszer kezdeti dllapota amely
a kapu inputja. A kapu altal indukalt allapot transzformaciot
a G operator irja le. A G operatort a G matrix reprezentdlja.
Ekkor az eredményiil kapott |W) kimeneti dllapotra teljesiil hogy
W) =G|V).

@ jeloli az osszeadast modulo 2; az output 1 amikor a két input
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kiilonbozik egymastdl, és 0 amikor a két input egyenld egymassal.
Ha y = 0, akkor x+y = x. Az az Osszeadast modulo 2 igazsagtablaja
megegyezik az X OR igazsagtablajaval.

Ismert hogy minden logikai figgvény kifejezheté AN D és NOT
kapuk felhasznalasaval. Tehat tetszoleges logikai figgvényt kiszamito
logikai aramkort fel tudunk épiteni AND és NOT kapuk fel-
hasznalasaval. Minden
40,1} —={0,1}™ n,m >0
leképezés kiszamithaté olyan hagyomanyos logikai aramkorrel amely
AND és NOT kapukbol épul fel. Az AND, NAND, XOR
hagyomanyos kapuk nem megfordithatok. Ha ismerjik az out-
putot akkor nem tudjuk megallapitani hogy mi az input. Példaul
ha tudjuk hogy az AN D kapu outputja 0, akkor nem tudjuk hogy
mi az input. A NOT kapu megfordithato. Két NOT kapu egymas
utani alkalmazasa kiadja az elso inputjat. A klasszikus logikai
kapuk nem megfordithato tulajdonsaga azt eredményezi hogy in-
formaciot veszitink az alkalmazasukkor.
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A Fredkin kapu
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Az els6 abran lathaté a hagyomanyos Fredkin kapu.

—]|m§ B
H
o o o
T i EN ) i o
B O O T T
w e
=
o i
4 o
me =11} |%
I|m§5!_..|4u.‘.ul . SR o et
i
e £ < o -5 —r
o T <2

b
i

PR (= o0 A Y
g !
Sl o | e io |~
.

[ e Lol o B Bt i Laa- 3 POV L,
P Bt et 1=k Lomd (=R EE R ER 2y po
=
m.bGILﬂnUiﬂulﬂi
[l

B 0 bt [ e By |
P el e i By
a
-\ilu =
_.\.uUnunuﬁuf...il

o s B R o Y o
Bt Lt S PV S O St

L e N i ]
Bl |m

fa =t B |

)
bl

Ll Fancl Fa [ PR
w |G | D |2 o
=
-
eﬂsm..hu_ﬂui.ﬂl
[k = P S O -
R T O | .rmm\

Lo = pem | e
—
=
Mtaﬁunu.iﬁu.s&
bk

| et |

c)

i 5] L]
Jo
B
— L] L}
.
: I
Lo
E——
T
o o L

_;c o

It

b ]

<

M/ L.
s

3 " - oy

1l S i

o :

f —

=

ot

—

i

[

)

ko

mlm

n ®

[y

7=

19



1. A ¢ kontrol input kozvetleniil athelyezi az outputba: ¢’ = v.

2. Amikor ¢ = 0, akkor a két cél inputot mddositas nélkiil
athelyezi az outputba: @’ =a, és b =b

3. Amikor ¢ = 1, a két cél input értékét feleseréljiik: a’ = b és
b = a.

A hagyomanyos Fredkin kapu univerzalis, azaz utanozni tudja
az AND és NOT kapukat. Minden
40,1} —={0,1}"™ n,m >0
leképezés kiszamithato olyan hagyomanyos logikai aramkorrel amely
hagyomanyos Fredkin kapukbol épiil fel.

A Kklaszikus Fredkin kapu megfordithato. Ha a klasszikus Fred-
kin kapu outputjara ismét alkalmazzuk a klasszikus Fredkin kaput,
akkor visszakapjuk az els6 kapu inputjat.

Definialjuk a kvantum Fredkin kaput! A klasszikus Fredkin
kapu és a kvantum Fredkin kapu igazsag tablaja megegyezik. A
Fredkin kapu athelyez6 matrixa:

100000O0O
01000000
00100000
G = 00000100
00001000
00010000
00000010
00000O0O01

| WFredk:z'n> - GFredk:m | VFredk:z'n> .
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Kvantum aramkorok

Definicié 1.17 Kvantum szamitogépnek nevezzik azn qbithol
allo rendszert amelyre az alabbi miveletek hajthatok végre:

1. Minden qbitnek a kezddértékét bedllithatjuk a |0) értékre.

2. Minden gbitet megmérhetink a {10),|1) } bdzisban.

3. Véges sokszor, tetszés szerint alkalmazhatunk kvantum
kaput a qbitek tetszoleges, rogzitett nagysagu, részhalmazdra.

4. A gbitek a kizdarolag a fenti transzformdciok szerint fejlédnek.

Ha tobb kaput alkalmazunk egyszerre, parhuzamosan, akkor az
ered0 transzformacié athelyezo matrixa az egyes kapuk athelyezo
matrixainak tenzor szorzata.

Ha egymas utan alkalmazunk két kaput, akkor az ered¢ transz-
formacié athelyez6 matrixa az egyes kapuk athelyez6 matrixainak
matrix szorzata. A szorzasban forditott sorrendben vannak a
matrixok.

A kvantum kapuk 0sszekotésével épitjiik fel a kvantum aramkoroket.
Megszoritasok:

1. Az aramkorok nem tartalmaznak kort. Nincsen visszac-
satolas.

2. Nem tudunk ismeretlen gbitet mésolni (klénozni) gy hogy
az eredeti példany allapota valtozatlan. Szemléletesen: a kvantum
rendszer allapotanak két példanya szigorian tobb informaciot tar-
talmaz mint egy példany. Ezért nem lehet masolni az ismeretlen
kvantum allapotot.
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A kvantum szamitégép matematikai modellje.

A kvantum szamitogép bemeneti és kimeneti kvantum vezetékekbol
és kvantum aramkorbol all. A kvantum aramkor kvantum ka-
pukbdl épil fel. A kvantum aramkor n darab input gbitet képez
n darab output kvantum bitbe. Ez a megfordithatosag sziikséges
és elegendo feltétele.

A kvantum szamitogép athelyezo matrixa egy G unitér marix
amely 2" darab sorbdl és 2" darab oszlopbdl all. A kvantum kapu a
|V') input vektort a |W) vektorba transzformélja at: |W) = G|V).

A kvantum szamitégép inputja k hagyomanyos bitbol allo binaris
sztring, ahol k& < n. Ezt az inputot kiegészitjiik n hosszi hagyomanyos
binaris sztringre, az utolsé n — k bitet 0-ra allitjuk. Legyen b’ =
boby ... bp_100...0. Tekintsiik a fenti sztringnek megfelel6 |Vy)
Hon Hilbert térbeli vektort. A kvantum szamitogép outputja

W) =GlVWy) = ¥ ajlu)
]:
itt |uj)-t a Hon tér j-edik bazisvektora. Az «; komplex szamot,
1 <4 < 2" — 1 valészinfiségi amplitudénak nevezzik. Az «;
komplex szamok kielégitik a

-1
> oyl =1.
7=0

feltételt.

Ha megmérjiik a kvantum szamitogép outputjat akkor |u;)-t (a
Hon tér j-edik bézisvektorat) kapjuk |a;|? valdszintiséggel, 1 <
J <2"—1. Az |u;) eredmény el6all n darab Ha-beli gbit tenzor
szorzataként. Ennek megfeleltetiink n darab hagyomanyos bitet.

Allitas 1.18 Tekintsink eqy tetszoleges hagyomdnyos logikat
dramkaort, amely valamely f(x) figguényt szamit ki. Fel tudunk

22



épitent eqy megfordithato kvantum dramkort amely szintén az
f(z) fligguényt szamitja ki.
Bizonyitas: a Fredkin hagyomanyos kapu univerzalis, utdnozni

tudja az AND kapu szamitasat és a NOT kapu szamitasat. Segéd

qbiteket hasznalunk fel a szamolas soran.
]

5 N
v g = |
Uy
AN :
7 T -1y fix)
—

A masodik abran lathato két gbites kvantum aramkor egy adott

f:{0,1} —={0,1}
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fliggvényre az

Up:lzy) — lzy @ fla))
leképezést valositja meg. Tehét az |x), |y) gbiteket rendre az |z),
|f(x) & y) gbitekbe transzformélja at. Amikor |y) = |0), akkor
a transzformacié: |z 0) — |x f(x)). Az abran lathaté kvantum
aramkor megfordithatd. Az |zy @ f(x)) output egyértelmiien
meghatarozza |xy) input értékét.

Tetszoleges f(x) fliggvényre meg tudjuk konstrualni a masodik
abran lathato kvantum aramkort ugy hogy csupan kvantum Fred-
kin kapukat tartalmaz. Hangsulyozzuk hogy az f(x) fliggvény be
van huzalozva a kvantum aramkorbe.

A fentieket természetes modon lehet altalanositani tobb gbitre.
Tovabba sziikséglink van munka gbitekre amelyek kezdoértéke |0)
és amelyek értékét a szamolds végén vissza kell allitanunk |0)-ra.
Léasd a harmadik abrat.
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Nem tudunk ismeretlen gbitet masolni (klénozni)
Allitas 1.19 Nem tudunk ismeretlen gbitet mdsolni (kldnozni).

Bizonyitas. Tegytik fel hogy van egy olyan két gbites kapu amely
képes valamelyik inputjat masolni. A kapu altal megvalositott
transzformacio egy linearis leképezés. A |V') input vektort a |[WW/)
vektorba transzformalja ét: |W) = G|V'), ahol G a kapu athelyezd
matrixa. G jeloli a kapu altal megvalositott unitér transzformaciot.

Legyen |1) és |¢) két egymara merdleges gbit allapot. Az elsé
input elébb a |¢) és azutan a |¢) allapot lesz, mindkét esetben a
masodik input a |0) gbit allapot lesz.

Feltettiik hogy a kapu klonozza az elsé inputjat. Tehat

G(|9) ®10)) = ) |).

Azaz

G([v0)) = [v1).
Hasonldan:

G(|¢) ®10)) = |9)|9).
Azaz

G(|90)) = |90).

Most tekintsiik a |£) = %(W}—Hgb}) allapotot. Mivel G linedris
leképezés,
G(1€0)) = G(5(v) +1))10)) =

5(G([V0)) + G(|90)] = H([Ue) + |o9)).
Most |€) legyen a masol6 kapu els6 inputja. Ekkor G(|£0)) =
1€€). G és |€) definicidja szerint:

G(1€0) = [£€) = H5(19) +16)) @ F5(|v) + |¢) =
Lww) + [o) + [dv) + [60)).
# Ts(lv) + [99)).

Sl
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Ellentmondas. (Az ellentmondéds még jobban latszik a ¢ = |1)
és ¢ = |0) érték valasztdsra.)
A fenti bizonyitast természetes mdodon altalanosithatjuk tetszoleges
kvantum szamitogépre.
]
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