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A kiszamithatbsag elméletének kialakulasa

1900: Hilbert 10. problémaja

Adott f (X1, ..., %) = 9(X1, ... %) diofantikus egyenlet, ahol f és
g egész egyitthatods polinomok, létezik-e (egész értéki)
megoldasa.

1971: Matijasevic
Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.

1928: Hilbert

Talaljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus
(figgvénykalkulus) tetszb6leges kijelentésérdl eldonthetjik,
hogy érvényes-e.

1930-as évek kdzepe: Church, Turing
llyen algoritmus nem létezik.
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A kiszamithatbsag elméletének kialakulasa

» 1931, Godel: Primitiv rekurziv fuggvények
» 1934, Godel: Altalanos rekurziv fiilggvények

» 1930-as évek eleje, Church, Kleene, Rosser (Princeton):
A-definialhatésag

1935: AMS New York-i 6sszejovetele

Church tézise: Az altalanos rekurziv fiiggvények (matematikai
fogalom) megfelelnek az algoritmikusan kiszamithato fuggvény
fogalmanak (intuitiv fogalom).

1936: Kleene
Az altalanos rekurziv fliggvények megegyeznek a
A-definialhat6 figgvényekkel.
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A kiszamithatbsag elméletének kialakulasa

1936: Turing

Bebizonyitja, hogy a Turing-gép ekvivalens a
A-definialhatésaggal, és megfogalmazza azt a tézist, hogy a
Turing-gép megfelel az algoritmussal kiszamithato
fliggvényeknek.

A Church-Turing tézist tapasztalati tények és matematikai
eredmények tamasztjak ala:

» Minden intuitiv értelemben megoldhatd problémarol
sikerilt kimutatni, hogy azok megoldhatok a matematikai
modellekben is.

» A matematikai modellek ekvivalensek.
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Kiszamithatosag és bonyolultsag

Kiszamithatosagelmélet
Melyek az algoritmikusan megoldhat6 problémak?

Bonyolultsagelmélet
Melyek a gyakorlatilag megoldhat6 problémak, eréforrasigény.

1971: Cook
P és NP osztalyok, NP-teljesség, SAT NP-teljes

1972: Karp
Ramutat az NP-teljes problémak valtozatossagara.

1973: Levin
Tobb kombinatorikus probléma ,,univerzalis a kimeritd
keresésre”.
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Tovabbi bonyolultsagi osztalyok és szamitasi moédok

» L, NL, PSPACE, EXP, ...

» Valbszinliségi modellek

» Parhuzamos szamitas
sth.
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Polinom idében megoldhaté problémak

ELERHETOSEG
» Adott: egy G = (V, E) iranyitott gréaf.
Feltehetjuk, hogy V = {1,2,...,n}.
» Kérdés: létezik-e 1-bdl n-be vezet6 iranyitott 4t?
» Modszer:
1. S := {1}.

2. Jeldljik meg az 1 csicsot.
3. Amig Snem Ures:

3.1 Valasztunk egy i € Scslcsot.
32 S:= S—{i}.
33j=1n
Ha (i,j) € E ésj nem megjelolt,
akkor S := SU {j} és jeldljik meg j-t.
» Ha n megjeldlt csdcs, adjunk igenvalaszt,
kilénben adjunk nemvalaszt.

Bonyolultsagelmélet 71184



Polinom idében megoldhaté problémak

Néhany kimaradt részlet

» A bemenet megadasa — pl. szomszédsagi matrix
(Fiigg a modelltdl, de Ienyeges szerepet nem jatszik.)
» Sreprezentalasa

» sor: szélességi keresés
» verem: egyfajta mélységi keresés

Hatékonysag
» A matrix minden elemét legfeljebb egyszer hasznaljuk fel.

» Ha az egyszerli m(iveletek (Segy elemének kivalasztasa,
megjelolése, stb.) konstans id6igényliek, akkor O(n?).

Az ELERHETOSEG egy eldontési probléma.
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Polinom idében megoldhaté problémak

MAXIM ALIS FOLYAM
» Adott: egy (V,E, s t,c) halozat, ahol
» (V,E) egy iranyitott graf,
» se Vforras, t € V nyel6, t eléerhetd s-bél
» (u,v) € E = c(u,v) € N* kapacitas

» Kérdés: mekkora a legnagyobb értéki folyam?

Folyam: f : E — Ng leképezés, amire:
» (uv) e E = 0<f(u,v) <c(u,v),

»ve {st} = > f(uv)= > f(v,u).

(u,v)eE (v,u)ek

> f(su).

(su)eE

A folyam értéke:
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Segédhal6zat

Allitas
Akkor és csak akkor létezik az f folyamnal nagyobb értéka f’
folyam, ha az alabbi N(f) hal6zatban t elérhet6 s-bol:

Nf) = (V,E,st)
E = (E- {(uv): f(uv) =cuv})u
{(v,u) : (u,v) € E,f(u,v) > 0}
B c(u,v) —f(u,v) ha(uv) e ENFE,;
cuy) = { f(v,u) kulénben.

(N(f) tartalmazhat ellentétes élparokat.)
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Javito ut

Az f folyam javitasa

Tegyuk fel, hogy N(f)-ben adott egy s-bdl t-be vezetd t.
Legyen d az Gton el6forduld minimalis élkapacitas.
Minden (u,v) élre legyen

f(u,v) +d ha(u,v) € ENE el6fordul az Gton
f'(uv) = f(u,v) —d ha (v,u) ¢ E el6fordul az (ton
f(u,v) kilonben.

Ekkor az f” az f-nél d-vel nagyobb értékd folyam.
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Modszer

1.

2
3.
4

Kezdetben f legyen az azonosan nulla folyam.

. Készitsik el az N(f) halozatot.

Ha N(f)-ben t nem érhetd el s-bél, akkor f maximalis.

. Kulénben egy s-bél t-be vezetd Gthoz és annak minimalis

kapacitast éléhez készitsik el az f’ folyamot, legyen
f :=f/ és menjlnk vissza a 2. pontra.

Hatékonysag

>

>

C:=maxX{c(u,v) : (u,v) € E}.

O(nC) Iépés, lépésenként O(n?) id6: O(n°C).
Ez NEM POLINOMIALIS. (C miatt.)

Az (tkeresés szélességi valtozataval: O(n®).

A MAXIM ALIS FOLYAM optimalizalasi probléma.
Eldontési valtozata: MAXIM ALIS FOLYAM(E).
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Az utazolugynok probléma

TSP
» Adott: az 1,2,...,nvarosok és barmely két i, varos
tavolsaga: d ;.

» Kérdeés: talaljunk egy, az 6sszes varost pontosan egyszer
érintd legrovidebb korutat.
Eldontési valtozata: TSP(E)

» Trivialis modszer: az 6sszes
megvizsgalasaval.

(-t 1) lehetséges korit

Nem ismert, hogy TSPmegoldhat6-e polinom idejl
algoritmussal.
(NP-teljes probléma.)
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Definicio
Legyenek f,g: N — N fliggvények.

» f(n) = O(g(n)), halétezik olyan ¢ > 0, hogy f(n) < c-g(n)
majdnem minden n-re.

> f(n) = Q(g(n)), hag(n) = O(f(n)).
> f(n) = ©(g(n)), haf(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f ().

Példa

p(n) = agn*+ a;nk?

+ .ot
a(n) = bon’ +bin"t 4 .. 4+ by
ahol a,b; € N, ag, bg > 0. Ekkor:
> p(n) =0(q(n) & k<4
> p(n) =6(@n) < k="
Legyenac N, a> 1. Ekkor p(n) = O(a"), de a" # O(p(n)).
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A P osztaly

Definicio
Egy probléma a P osztalyba esik, ha megoldhat6 polinom
id6igény( (vagy O(n¥) id6igény() algoritmussal.

A polinomialis tézis
» Egy algoritmus akkor ad gyakorlatilag kielégité megoldast
egy problémara, ha polinom id6igényd.

» Egy problémat akkor tekintlink gyakorlatilag
megoldhatonak, ha a P osztalyba esik.
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Néhany ellenvetés
» Elfogadhato-e a gyakorlatban egy O(n'%) idéigény
algoritmus?
» A konstansok nagysaga.

» Kismeéret(i adatokon egy exponencialis algoritmus is
jobban viselkedhet, mint egy polinomialis (de csak véges
sok adaton).

» Legrosszabb eset — varhato viselkedés.
» Hatékony parhuzamositas.

Ugyanakkor

» A gyakorlatban el6forduld P-beli problémak rendje kicsi.

» A P osztaly robusztus, és elegans matematikai elmélethez
vezet.

» Fontos informaciokat szolgaltat a hatekonyan megoldhat6
problémak szerkezetérdl.
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Turing-gépek definicioja

Definicio
Turing-gép: egy (K, X, 4, s) négyes, ahol
» K az allapotok véges, nemires halmaza;
» Y a betlk (szimbb6lumok) véges, nemiires halmaza;
» §: KxX — (Ku{,igen”, ,,nem” h}) x ¥ x {«,—,—} az
atmenetfiiggvény;
» se K a kezddallapot.
p,UER, Y —{> U} #0,
4(q,>) = (p,o,d) = o =r,d=— (legalébbis d #+-).
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Példa: jobbra tolas

peK oceX | d(po) Példa futas
S > (s,>,—) S >010
S 0 (s,0,—) S >010
S 1 (s,1,—) S >010
s L (q,U, <) s >010
q > (h,>, —) S >010
q U (qv L, _) q DOlg—l
q 0 | (G,U,—) || G >01UU
q 1 (qu, U, —) || s >01LI0
Jdo > (h,>, —) q >01L/0
o L (s,0,+) 01 >0 L0
Jdo 0 (s,0,<) S >010
o 1 (s,0,<) q >0 10
01 > (hy>,—) || qo > L L0
a1 L (s,1,4) S >1010
01 0 (s,1,+) q > 11010
a1 1 (s,1,<+) h >1010
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Konfiguraciok

Definicio

A szamitasi folyamat adott pillanatanak teljes leirasat
konfiguracionak nevezzik.

Formalisan: egy (g, w, u) harmas, ahol

» g€ KU{,igen”,,,nem”, h};

» we X, a mutatotol balra esd szo, beleértve azt a bet(it is,
amelyet a mutato kijeldl;

» U e X* a mutatotol jobbra Iévd, esetleg Ures sz6.
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Atmenetrelacio

Definicio: (g, wo, u) l>(q’, w,u)
qeK,é(a,0)=(d,p,D)es
» D=« esettnw =wés U = pu;
» D= —esetenw =wp ésu =u;
» D= — esetén

wpr hau=r71u; uy hau=ry
V\/: U =
wpll hau=e¢ e hau=e¢

Definicio )
(g, wo, u) (o, W, 1), (g, wor, u)
modon.

(q W, U') a szokasos

20/184
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A Turing-gép altal kiszamitott fliggvény

Definicid
Legyenx € (¥ — {> UH*. M(x) =
»igen” ha (s,> x) (,,lgen w, u) valamely w, u szavakra;

,nem” ha (s> x) (,,nem w, u) valamely w, u szavakra;

y ha (s> x) (h w, u) valamely w, u szavakra (gy, hogy
wu = pyLK alak( és y nem Li-ra végzédik;
" kulonben, azaz ha M nem all meg az (s, >, X)
kezdbkonfiguraciobol inditva.
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Binaris novelés

Bonyolultsagelmélet

h,>111 00U

peK oceX | dp,o) Példa futas 1. || Példa futas 2.
S > (s>, —) (s,>,11019 (s,>,117)
S 0 (s,0,—) (s,>1,1017) (s,>1,11)
S 1 (s1,—) (s,>11,011) (s,>11,1)
S L (q,4, <) (s,>110,11) (s,>111¢)
q > (h,>, —) (s,>1101 1) (s,>1111,¢)
q 0 (h,1,—) || (s>11011¢) (q,>111, L)
q 1 (0,0,<=) || (s,»>110114,¢) (g,>11,00)

(g,>11011 L)) (g,>1,004)
(9,>1101, OL1) (q,>,000.1)
(g,>110004) (h,>0,000U)
( )
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A palindromak eldontése

peK oceX | dpo) peK oceX | dpo)

S > (s,>,—) do 0 (g,U, )

s 0 (0o, >, —) (o 1 (,,nem”; 1, —)
s 1 (g1, >, —) d > (,igen”, >, —)
S L (,,igen”, LI, —) o 0 (,,nem”; 0, —)
% 0 | (90,0,—) 0 1 | (gu+)

o 1 (q07 17 _>) qll > (,,igen”, >, _>)
o U (q67|—|><_) q 0 (q> O,(—)

(o[} 0 (qla 07 _>) q 1 (q7 17 <_)

(o[} 1 (qlv 17 —>) q > (87 >, _>)

d1 U (q/b U7 <_)
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Turing-gépek mint algoritmusok
e N\

Nyelvek elddntése Szo6fliggvények kiszamitasa
Definicio
Azt mondjuk, hogy az M Turing-gép eldontiaz L C (¥ — {>,U})*
nyelvet, ha barmely x € (X — {>,U})* szora:
xe L= M(x)=,,igen”
X¢ L= M(x)=,nem”

Definicio

Azt mondjuk, hogy az M Turing-gép felismeri az

L C (X — {>,u})* nyelvet, ha barmely x € (X — {>,U})* szora:
x € L= M(x)=,,igen”
X¢ L= M =" X¢ L= M(X)#,igen”]
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Definicio

Egy L C (¥ — {»,U})* nyelvet rekurzivnak vagy eldonthetdnek
nevezink, ha létezik olyan M Turing-gép, mely elddnti az L
nyelvet.

Rekurzivan felsorolhatonak nevezziik az L nyelvet, ha létezik
olyan Turing-gép, amely felismeri L-et.

Allitas

Minden rekurziv nyelv rekurzivan felsorolhato.

(A forditott iranyG implikacié nem igaz.)

Definicio

Legyenf : (X — {»,U})* — X*. Azt mondjuk, hogy f rekurziv

flggveny, ha létezik olyan M Turing-gép, hogy barmely
X e (X —{>,U})* szbra M(x) = f(x).
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Példak
Példak eldonthetd nyelvekre
» palindromék a {0, 1} abéceé folott;
» {0"cO™cO™™ : n,m > 0};
» {0"cOMcO" : n,m > 0};
» {0"c0?" : n > 0};
» {X1CX2CX1 + X2 : X1, X2 > 0}, ahol X jeldli az x szam binaris
alakjat;
» {X: xprimszam}.

Példak rekurziv figgvényekre

> X LIX x € {0, 1}*;

» XX+ 1 x>0

> XCY = X+Yy X y>0;

» N— P n> 0, py := az n. primszam.
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v

Nyelvek — eldontési problémak

Rekurziv nyelvek — algoritmikusan megoldhat6 eldontési
problémak

v

v

Szo6fliggvények — optimalizalasi problémak
Rekurziv fuggvények — algoritmikusan megoldhat6
optimalizalasi problémak

v

Barmely véges matematikai objektum (algoritmikusan)
kodolhato szavakkal.

Barmely két ,,elfogadhatd” kodolas polinomialis kapcsolatban
all egymassal.

A kiszamithatdsag és bonyolultsag elmélete fliggetlen a
kodolastol.

Bonyolultsagelmélet 27 /184



Tdbbszavas Turing-gépek

Definicio
Egy k szavas Turing-gépen egy M = (K, X, 4, s) rendszert
értiink, ahol K, X, sugyanazok, mint k6zonséges Turing-gép
esetén, ¢ pedig

K x 2% — (Ku{h,,igen”, ,nem’}) x (& x {+, —, —})X
leképezés.
Kikotés: > nem irhato at és ,,nem léphet6 at”.

Definicio
Konfiguracio: (g, ws, us, ..., Wk, W), q € KU {h,,igen”, ,,nem”},
w e Xty e xr.

M Mt M* , ey . . ..,
Az —, —, — relaciok értelem szerint definialtak.
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Palindromak eldontése két szalaggal

Bonyolultsagelmélet

p o1 o2 d(p 01,02 Példa futas

s > > | (s>—,>,—) (s,>,010,>,¢)

s 0 U] (s0,—,0,—) (5,010,010, ¢)
s 1 Uj|(sl—,1—) (q,>010 U,>0104, ¢)
s U U |(gU ) (9,>,010.,>010.4, ¢)
a 0 U |[(90+«,u-) (p,>0, 10,010, L1)
qa 1 U |(@lU-) (p,>01, 0L, >01, OLJ)
q > U (P> ) (p,>010, L, >0, 10.1)
p 0 O/ (p0,—,0+) (p,>010Q4, &,>,010)
p 1 1| (pl—,1+«) (,igen”,>010.4, ¢,>0, 10.1)
p 0 1 (,,nem” 0 —1,-)

p 1 0| (,nem” 1 —0—)

p U v (,,lgen” |_| —, >, =)
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Definicio
Legyen x € (X — {U,p})*.
» M(x) = ,,igen”, ha
M* H ”
(S, X, >, 8,...,>,e) —(,,igen”, wy, ug, . . ., Wk, Ux);
» M(x) = ,,nem”, ha

*

M » :
(S, X, >, 8,...,>,&) —(,,nemM”, Wy, Ug, . . ., W, Ug);
M*
> M(X> =Y ha (S>I>7X7l>>€>' .. >I>75) —>(h,W1,U1,. .. aWkauk)
€s y a wyUy sz0 elején all6 > és a végén esetleg el6forduld
LI jelek elhagyasaval kapott sz6;
» M(x) =7, kildnben.

Eldontés, felismerés sth. kozonséges Turing-gépekhez
hasonl6an.
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|ldOkorlat
Definicio
Legyenf : N — N, M pedig tdbbszavas Turing-gép. M f(n)
idokorlatos Turing-gép, ha M minden x bemeneten legfeljebb
f(|x|) 1épésben megall. (|x| az x sz6 hosszét jeldli.)
Mas elnevezés: M iddigénye (legfeljebb) f(n).
Definicio
TIME(f(n))= {L: 3M f(n) id6korlatos L-et eldontd Turing-gép}.
Példa
» L C{0,1}*, palindromé&k. Ekkor:
> L e TIME (042,
» L e TIME(3n+ 3).

Id6korlat esetén mindig kikotjik, hogy f(n) > n
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k-szavas gép szimulalasa egyszavassal

Tétel

Barmely k-szavas f(n) > n id6korlatos M Turing-géphez
megadhato vele ekvivalens O((f(n))?) idékorlatos egyszavas
M’ Turing-gép.

Ekvivalens: M’(x) = M(x) minden x-re.

Bizonyitas

v

M’ egyetlen sz6ban tarolja M k szavanak konkatenaciojat.

v

Minden egyes szoban egy beti ,,ala van hazva”.

v

Egy lépés szimulalasahoz M’ végigolvassa az egész szot.
Esetleg jobbra lépteti a sz0t.

ldGigény 1épésenként O(f(n)).

Teljes id6igény: O((f(n))?).

v

v

v
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Linearis felgyorsitas

Tétel
Tegyuk fel, hogy L € TIME(f(n)). Ekkor minden e > 0 valos
szamra L € TIME(f/(n)) is teljesdl, ahol f'(n) = ef (n) + n+ 2.
Bizonyitas
Legyen M k-szavas, f(n) id6korlatos Turing-gép.
K — k hak>1
2 hak=1

Belatjuk, hogy M szimulalhato k'-szavas, f’(n) idékorlatos
Turing-géppel (M’-vel).
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Linearis felgyorsitas

» M’ az M szavait m hosszl blokkokra bontja, €s minden
blokkot egyetlen betliként tarol.

» Els6 menet: tomorités. M’ masodik szavaban elkésziti az
els6 sz6 (bemenet) tomoritett valtozatat: n + 2 Iépés.

» A masodik sz6 elejére mozgatja a mutatot: [ 1epés.

» M’ allapotai: (g, i, ...,ik), 1 <ij<m.

» M’ az M gép megymast kovet6 Iépését 6 lepésben
szimulalja: 6[ (n )W lépés.

» Teljes idGigény: n+ 2+ [2 HGPM §n+2+7{@]
» Ha melég nagy, akkor ez < ef (n) + n+ 2.
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A P osztaly

Kovetkezmény

» HaL € TIME(f(n)), ahol f(n) =an+ b, a,be N, a> 0,
akkor n egyutthatojat tetszélegesen kozel vihetjik 1-hez:
L € TIME(f’(n)), ahol f'(n) = (1 + €)n + ¢, valamely
tetsz6legesen kicsi pozitiv e-ra és valamely c-re.

» HaL € TIME(f(n)), ahol f (n) masodfokd polinom, akkor a
masodfokl tag egyutthatojat tetszélegesen kdzel vihetjik
0-hoz.

Definicio
P — TIME(n%), azaz P — | ) TIME(n).
i=1
TehatL € P < 3p(n) polinom, hogy L € TIME(p(n)).

Bonyolultsagelmélet
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Tarkorlatok

Definicio
Legyen k > 2. Egy k-szavas lyukszalagos Turing-gép olyan
k-szavas Turing-gép, mely
» elsd szalagjat csak olvassa,
» utolso szalagjara csak ir.
(itta ,,szalag” a ,,5z0” szinonimaja.)
4(9,01,.-.,0k) = (P, 01,D1,...,0k,Dk) = 01 = 01€S Dk # +.
Tovabba ha o1 = LI, akkor Dy = <.
Allitas
Barmely k-szavas f(n) id6korlatos M Turing-géphez

elkészithet6 egy vele ekvivalens, O(f (n)) id6korlatos
(k 4+ 2)-szavas lyukszalagos M’ Turing-gép.
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Tarigény

Definicio
Legyen M egy k-szavas Turing-gép és x egy bemen6 szo.
Tegyuk fel, hogy

*

M
(S, X, >, &,...,>,&) — (P, W1, Uz, . .., W, Uk),

ahol p € {,,igen”, ,,nem”, h}.

Ekkor M tarigénye x-en Z Wi U |

=1
Kivéve, ha M (hangsulyozottan) lyukszalagos.
k—1
Ekkor a tarigény: > |wiu;].
i=2

Definicio
Azt mondjuk, hogy M egy f(n) tarigényd Turing-gép, ha M

minden x bemeneten megall és tarigénye minden x bemeneten
legfeljebb f(|x]).
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Tarbonyolultsagi osztalyok
Definicio
Azt mondjuk, hogy az L nyelv a SPACET (n)) bonyolultsagi
osztalyban van, ha létezik az L nyelvet eldontd, f(n) tarkorlatos
lyukszalagos Turing-gép.

Jeldlés
L = SPACElogn)

Példa
A palidromék nyelve az L osztalyba esik.
» Egy lyukszalagos Turing-gép masodik szavaban egy
1 <i < nszam binaris alakjat tarolja.
» Az i-edik menetben megnézi, hogy a bemenet i-dik bet(ije
megegyezik-e a hatulrdl i-dik betljével. A szamlalashoz
egy harmadik munkasz6t hasznal.
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Linearis tarosszeh(zas

Tétel

L € SPACHEf(n)) = Ve > 0: L € SPACHef(n)).

Bizonyitas
Legyen M az L-et eldont6 f (n) tarkorlatos lyukszalagos
Turing-gép. Legyen m > 0. Készitiink egy M-et szimulalé M’
lyukszalagos Turing-gépet, mely M munkaszalagjait m-es
blokkokban tarolja egyetlen munkaszalagjan.

M’ tarigénye: {mw

m

De {@W < ef(n), ham> [1].
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Nemdeterminisztikus Turing-gép
Definicio
k-szavas nemdeterminisztikus Turing-gép egy N = (K, X, A|s)
rendszer, ahol K, X és sugyanazok, mint kozonséges k-szavas
Turing-gép esetén, és
A C [Kx ¥ x [(Ku{,igen”,,,nem”, h}) x (£ x {+, —, =} .

A konfiguracio, kozvetlen atmenet (L), t lepéses atmenet

t *
(L), kdzvetett atmenet (N—>) relaciokat az el6z6eknek
megfelel6en definialjuk.

(p,W]_,U]_,... y W, Uk) — (p/,Wll,Ull,... 7V\/k7 U/k)

pY

// ! / ! /!
(p 7V\/17u17"'7 k7uk)
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Definicio
Legyen L C (2 — {»,U})*. Azt mondjuk, hogy N eldonti az L
nyelvet, ha minden x € (X — {»,U})* szora:

XeL <= dwg,ug,...,Wg U :

N H ”
(S, X, >, &,...,>,&) —(,,igen”, wy, ui, . .., W, Ug)

Tehat nem koveteljik meg, hogy N minden bemeneten
megalljon és létezhetnek végtelen szamitasi sorozatok is!

Definicio
LegyenL C (X — {r,U})*, f : N — N. Azt mondjuk, hogy N f(n)
idében eldonti L-t, ha eldonti, és valahanyszor egy x széra,
t > 0 szamra és (g, w1, Uy, . . . , Wk, Ux) konfiguraciora:
Nt

(S, X, >, &,...,>,&) — (g, W1, Uz, . . ., W, Uk),
mindig fennall, hogy t < f(|x|).
Tehat minden szamitasi sorozat véges.
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Az NTIME((f (n)) osztalyok
Definicio

NTIME(f(n)) ={ L: létezik L-t f(n) idoben elddntd
nemdeterminisztikus Turing-gép}.

Itt is feltesszuk, hogy f(n) > n
Allitas
TIME(f(n)) C NTIME(f(n)).

Tétel
Minden € > 0 valos szamra

NTIME (f(n)) € NTIME(f (n) + n+ 2).
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Az NP osztaly
Definicio

NP = NTIME(n UNTIME()
i=1

Példa

TSRE) € NP.

Nem ismert (de nagyon valoszindtlen), hogy létezik-e modszer
nemdeterminisztikus Turing-gépek ,,hatékony” szimulalasara.

)
P=NP
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Nemdeterminisztikus gépek szimulalasa

Tétel

NTIME(f(n)) € [ JTIME('™).
c>1

Bizonyitas

Legyen N = (K, X, A, s) egy f(n) id6korlatos
nemdeterminisztikus Turing-gép.

Belatjuk, hogy N szimulalhat6 egy 3-szavas, ¢'(" id6korlatos
(determinisztikus) M Turing-géppel valamely ¢ > 1 szamra.
Minden (g,0) € K x X rendezett parra legyen

Cq,U = {(qlva/>D) : ((q70)7(q/70/7D)) € A}7
d = max|Cqysl.
g,0

Feltehetd, hogy d > 1.
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» Minden t 1épésbdl alldo nemdeterminisztikus valasztasi
sorozat reprezentalhatdo egy ¢; ... ¢, ¢ € {0,...,d — 1}
sorozattal. A sorozatokat rendezziik lexikografikusan.

» M az egyik munkaszalagjan sorra el6allitaac; ... ¢
valasztasi sorozatokat, a masikon az adott sorozatra
szimulalja N mikoddését.

» M akkor all meg ,,igen” allapotban, ha valamely valasztasi
sorozatra N ugyanezt teszi.

» M akkor all meg ,,nem” allapotban, ha valamely t esetén N
az 0sszes t hosszl valasztasi sorozatra egy ,,igen”-tél

s

kilonb6z6 allapotban all meg.

|d6igény:
Z Z z f(n) f(n)+1
Valasztasok szama: Y d' = $55=1 = O(d'™).
{=0
Sorozatonként: O(f(n)).
Osszesen: O(f(n)d" ™) = o(d™).
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Az NSPACKHT (n)) osztalyok
Definicio
Azt mondjuk, hogy a k-szavas N = (K, X, A|s)
nemdeterminisztikus lyukszalagos Turing-gép f(n) tarral (vagy
tarkorlattal) eldontiaz L C (X — {>,U})* nyelvet, ha eldonti, és

valahanyszor
(S, X, >, &, ... ,>, &) N (0, Wy, Ug, . . . , Wi, Uk),
aholx € (£ — {r,U})*, g€ KU {,igen”,,,nem” h}, w;,u; € ¥*,
fennall, hogy
k—1
> wiu| < F(Ix).
i=2
Definicio

NSPACETf(n)) = {L : Iétezik olyan nemdeterminisztikus Turing-gép,
mely f(n) tarral eldonti L-et}.
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NL

Definicio

NL = NSPACElogn).

A Turing-gépnek létezhet végtelen szamitasi sorozata is!
Allitas

SPACHf(n)) C NSPACEf(n)).
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ELERHETOSEG
Példa
ELERHETOSEG € NL.

Bizonyitas
» 4-szavas lyukszalagos nemdeterminisztikus Turing-gépet
tervezunk.

» Egyik munkaszalag: i aktualis csucs binaris alakja
(kezdetben 1).

» Masik munkaszalag: nemdeterminisztikusan general a gép
egy j cslcsot (binarisan).
» Ellendrzi, hogy (i,]) él-e.
» Ha nem, akkor ,,nem” allapotban megall.
» Ha igen, akkor
j = nesetén ,,igen” allapotban megall;
j # nesetén kicserélii-t j-vel és folytatja az eljarast.

» Az ,igen” valaszt az output szalagra kiirja.
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Megjegyzés
Késbbb azt is belatjuk, hogy

ELERHETOSEG € SPACHlog?(n)).
Tétel

Ve > 0: NSPACHf(n)) C NSPACH«f (n)).
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Kdzvetlen hozzaférésl géepek (RAM)

A Church-Turing tézis legfébb bizonyitéka: az
algoritmusfogalom barmely két matematikai modellje
ekvivalens.

Erdsebb tézis

,»Az algoritmusok és iddigényuk matematikai eszkozokkel valo
modellezésére tett barmely ésszer( kisérlet sziikségképpen
olyan modellhez és id6igény-fogalomhoz vezet, mely
polinomialisan ekvivalens a Turing-géppel.”

Ezt demonstraljuk RAM esetén.
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RAM

» Adatszerkezet: regiszterek, melyek 0-t6l kezdve
sorszamozottak. Minden regiszter tetszdleges (pozitiv
vagy negativ) egész szamot tarolhat. A 0. regiszter:
akkumulator.

» Cimzési modok:
direkt: j
indirekt: 1]
kdzvetlen: =j
» utasitasszamlalo:
» bemenet: (ig,i1,...,i;) egész szamok sorozata
Aj. regiszter tartalmat r; jeloli.
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Utasitasok

READ j ro = |

READ 1 j ro =l

STORE | rj := ro

STORE 7] ry == To
xed{],1],=]} esetén

LOAD x ro := X

ADD x g := rg+Xx

SUB x o := Ip—X

HALF g := Lro/ZJ

JUMP j K =]

JZERO | harg =0, akkor k := |
JPOS j harg > 0, akkor k := j
JNEG j harg < 0O, akkor k := |
HALT
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RAM idbigény

Program: Utasitasok véges sorozata. A program szemantikajat
természetes modon definialjuk. Hibas utasitas a program
m(ikodésének terminalasat eredményezi.

ld6igény szamitasa

Minden utasitas egységnyi
Tulzottan liberalis — nem
Bemenet mérete t

I = (ig,i1,...,it) mérete: /(1) = > £(ij).
j=0
((i;) az ij szam binaris reprezentaciojanak hossza.

Tehat O(n) id6igény azt jelenti, hogy a Iépésszam aranyos a
bemeneten adott szamok logaritmusaval.
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Tétel
A Turing-gép polinomialisan ekvivalens a RAM-mal.

Pontosabban: A és B

A
LegyenL C (X — {»,U})* a T, f(n) id6korlatos Turing-géppel
eldontott nyelv. Legyen ¥ = {o1,...,0k} €S
Dy = {(il,...,in,O) :n>01< ij < k}
(Tehat Dy, a ¥*-nak felel meg.)
Legyen
QL - Dy — {0,1} gOL(i]_,...,in,O) =1 <— O, --- 0O, € L.

Ekkor létezik olyan RAM-program, mely O(f(n)) idében
kiszamitja ¢ -t.
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B

Legyen D egész szamok véges sorozatainak halmaza, ¢ pedig
D-t az egész szamok halmazaba képez6 figgvény. Adott i
egészre jeldlje b(i) az i szam binaris reprezentaciojat,

| = (i, i1, ..., i) esetén pedig legyen

b(1) = bio); b(i1); . .. ; b(it).

Ha ¢ ,,kiszamithatd RAM programmal”, akkor Iétezik olyan M
Turing-gép, mely kiszamitja -t a kovetkezd értelemben:
tetszOleges | € D esetén M(b(l)) = b(e(1)).

Tovabba, ha ¢ f(n) Iépésben kiszamithato RAM programmal,
akkor kiszamithato O((f(n)3) idékorlatos Turing-géppel.
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Univerzalis Turing-gép

Tétel

Létezik olyan U Turing-gép, amelynek ha adott egy M
Turing-gép és annak egy x bemenete, (gy viselkedik, mint M az
x-en, vagyis U(M;Xx) = M(x).

Természetesen M és x kodolva adottak U szamara, és U az
M(x)-et ezen kodolas szerint szamitja ki.
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A kodolas

M = (K, 3, 0,s). Feltehetd, hogy
Y={12...,[2|}
K={Z+1,...,[Z[+ K[}
s=[X|+1

igy M megadhato a |K|, |%| szamok binaris alakjaval, melyet
leirasa kovet, amely ((q,0), (p, 0, D)) alakd parok sorozata. A q,
p, o, o, D mindegyike binaris szammal megadhat6. A (, ), , stb.
karakterek is kodolhatok binarisan. +, —, —, ,,igen”, ,,nem”, h
felelien meg a [X| + |K| + 1,...,|2| + |[K| + 6 szamoknak. Az x
bemenet szintén megadhat6 binaris szamok sorozataval.
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U mkodése

Kétszavas Turing-gép.
1. sz6: M;x bemenet
2. sz6: M aktualis konfiguraciojanak kodja
U az M minden |épését egy menetben szimulalja, melyben
» Végigolvassa a 2. sz6t

» Meghatarozza a 2. szon elvégzendd transzformaciot, és
azt elvégzi
Ha M megall, U is azt teszi.
Amennyiben az U bemenete nem M; x alak(, akkor (mondjuk)
végtelen ciklusba esik.
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A megallasi probléma
Definicio
Legyen H = {M;x: M(x) # "}.
Tétel
H rekurzivan felsorolhat6, de nem rekurziv.
Bizonyitas
» Rekurzivan felsorolhatosag: az univerzalis Turing-gép
létezésébol.
» H nem rekurziv: indirekt bizonyitas.

Tegyuk fel, hogy H elddnthetd egy My Turing-géppel.
Legyen D olyan Turing-gép, melyre

D(M) = if My(M; M) then 7 else halt.
Ekkor:
D(D) =/ & My(D;D) = ,igen” & D(D) #,7,
ami ellentmondas.
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MEGALL AS
» Adott: M és x
» Kérdés: Megall-e M az x-en?

MEGALL AS eldénthetetlen probléma.

Megjegyzés
H teljes a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek kozott:
» H rekurzivan felsorolhato

» Minden rekurzivan felsorolhat6 nyelv (rekurzivan)
visszavezethetd H-ra:

» Legyen L az M Turing-gép altal felismert nyelv.
» XeL & M;xeH

? Py PP .. ?
» Tehat az x € L kérdés eldontését visszavezettik az M;xe H
kérdésre.
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Allitas

Az alabbi probléma algoritmikusan eldonthetetlen.
» Adott: M Turing-gép
» Kérdés: M megall-e minden bemenetén?

Bizonyitas
Adott M és x esetén legyen M’ olyan Turing-gép, hogy az M’
minden y bemené szavara:

M(y) = M(x).
lgy
M(x) #," < M’ megall minden bemenetén.

Ha tehat az adott probléma eldonthetd lenne, akkor
MEGALLAS is az lenne.
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Rice tétele

Rice tétele
A rekurzivan felsorolhat6 nyelvek egyetlen nemtrivialis
tulajdonsaga sem donthet6 el algoritmikusan.
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Allitas

Ha L rekurziv, akkor L is az.

Bizonyitas

Az ,igen” és a ,,nem” allapotok felcserélésével.

Allitas

Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha L és L rekurzivan
felsorolhatok.

Bizonyitas
» L rekurziv = L rekurzivan felsorolhato

L rekurziv = L rekurziv, igy L rekurzivan felsorolhat6

» Tegyik fel, hogy L és L rekurzivan felsorolhatok. Ekkor L
felismerhet6 egy M, L pedig egy M Turing-géppel.
Szimulaljuk M-et és M-et parhuzamosan!
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coC

Definicio

Legyen C nyelvek egy osztalya. Ekkor
caC = {L:LeC}.

Jelolés

R = {L: L rekurziv}
RE = {L: L rekurzivan felsorolhato}

Bonyolultsagelmélet 64 /184



R, RE és coRE viszonya

Kovetkezmény
R = coR

RE # coRE
R = RE N coRE
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Hilbert 10. problémaja

» Adott: f(Xq,...,%) = 9(Xa,. .. X,) diofantikus egyenlet, ahol
f és g egész egyitthatos polinomok.
» Kérdeés: Létezik-e egész értékl megoldas?

Tétel (Matijasevic)
Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan.
Post megfelelkezési probléemaja

» Adott: ug, Vi, ..., Uy, Vo € X%

» Kérdés: Leétezik-e olyaniy,...,ix (k> 0,1<i; <n)
sorozat, hogy

Uiy ... Uy, = Vi ...V, ?

Tétel (Post)
A fenti probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Egy domind probléma

» Adott: Domino tipusok véges halmaza.
» Kérdés: Kirakhato-e ezekkel a domindkkal az egész sik

hézagmentesen?
U1
Tipus: Up us |, u € X%,
Uy

A dominok nem forgathatoak.

Tétel
A dominé probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Egy megoldatlan probléma

» Adott: m pozitiv egész szam.
» Kérdés: Kongruens-e m?
Tehat azt kérdezzik, hogy létezik-e olyan derékszog

haromszog, mely oldalai racionalis hosszlsagtak és melynek
teriilete m.

Példa

1, 2, 3, 4 nem kongruensek. 5 kongruens (Fibonacci):
3 b 20 41
T2 73 76

Nem ismert, hogy a probléma algoritmikusan eldonthet6-e.
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Bonyolultsagi osztalyok
Bonyolultsagi osztaly megadasa

» szamitasi modell (altalaban nem tdl fontos)
szamitasi mod

v

korlatozando er6forras
korlat: f : N — N

v

v

Definicio

Az f(n) fuggvény megengedett bonyolultsagi figgvény, ha
monoton nemcsokkend, és létezik olyan M k-szavas
lyukszalagos Turing-gép, mely O(n+ f(n)) idében és O(f (n))
tarban kiszamitja f-et a kovetkez6 értelemben:

Minden n hossz( x bemenetre
t

; . - ‘i
(S5, %X, &, ..., >, e) —(ho, x>, Ut p k2 mrf™ g,

aholat= O(f(n) + n) és j; = O(f(n)) csak n-tél fliggnek.
Id6 esetén f(n) > nis kikotés!
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Példak
» Minden konstans fliggvény.
» [logn], 2", n.
» fg="f+gf- g, f9
» Tehat minden polinom.

Definicio

Egy M (lyukszalagos vagy nem, determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus) Turing-gép pontos, ha Iéteznek olyan f és
g fuggvények, hogy M barmely n hosszl bemenetéhez tartoz6
szamitasi sorozata pontosan f(n) hosszt és a megallas
pillanataban M minden szava (lyukszalagos gép esetében az
elsd és az utolso kivételével) pontosan g(n) hosszu.
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Allitas

Tegyik fel, hogy az M (determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus) Turing-gép f(n) id6ben (vagy tarral)
eldonti az L nyelvet, ahol f megengedett.

Ekkor létezik olyan M’ pontos Turing-gép, mely O(f(n)) idében
(vagy tarral) donti el az L nyelvet.

(Tehat M’ még nemdeterminisztikus esetben is mindig megall!)

Bizonyitas

M’ egy adott n hossz( x bemeneten az ,,f (n)-t kiszamito”
Turing-gép szimulalasaval kezdi miikddését, melynek végén
egy munkaszalagon eléall az r1f(™ sz6.

Feltehetd, hogy minden tovabbi munkaszalag hossza is ennyi
az elso fazis utan.

Ezutan id6 esetén az (" sz6t mint érat hasznalva pontosan
f(n) lépésig szimulalja M m(ikodését (esetleg Ures lépésekkel).
Tar esetén valamely alkalmas c konstansra c'(" |épésig
szimulalja M-et.
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Jelolések

TIME(f(n)),
SPACHEf(n)),

P = TIME(n¥),
PSPACE = SPACENK),
L = SPACElogn),
EXP = TIME(2")

Bonyolultsagelmélet
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A hierarchia tételek

Tétel
Ha f(n) > n megengedett bonyolultsagi fliggvény, akkor

TIME(f(n)) € TIME( (f(2n+1))3).

Bizonyitas
Legyen
Hi = {M;x : M legfeljebb f(|x|) Iépésben elfogadja x-et},
ahol M tetsz6leges tobbszavas Turing-gép.
Allitas: Hr € TIME( (f(n)3).
Allitas: Hr ¢ TIME(f(|n/2)) ).
Tétel
Ha f(n) > n megengedett bonyolultsagi fuiggvény, akkor

TIME(f(n)) € TIME( f(n)log?(f(n)) ).
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A hierarchia tételek

Példa

P C TIME(2") C TIME( (22"1)3) C TIME(2") C EXP.

Tehat P C EXP.

Tétel
Ha f(n) > n megengedett bonyolultsagi fliggvény, akkor

SPACEf(n)) € SPACHK f(n)logf(n) ).

Példa

L C SPACEN) C SPACEN?) C PSPACE.
TehatL C PSPACE.
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Néhany alapvet6 6sszefiiggés bonyolultsagi
osztalyokra

Tétel

(@ TIME(f(n)) € NTIME(f(n)) és hasonl6an tarra
(b) NTIME(f(n)) C SPACH f(n))

(c) NSPACH f(n)) C TIME(Kgn+f(n)

Bizonyitas
(@) trivialis.
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NTIME(f(n)) C SPACE f(n))

(b) Legyen M f(n) id6korlatos nemdeterminisztikus Turing-gép.
Feltehetd, hogy minden szamitasi sorozat f(n) Iépésbdl all n
hossz( x bemeneten, és minden nem megallasi
konfiguracionak d > 0, leszarmazottja” van. igy a
nemdeterminisztikus valasztasi sorozatokat reprezentalhatjuk
az {1,...,d} (W halmaz elemeivel. M’ ezeket generalja
lexikografikusan, és a ,.tarat Gjra felhasznalva” szimulalja
minden sorozatra M m(ikodését.

M’ megall ,,igen” allapotban, ha M ,,igen” allapotban all

meg.

M’ akkor all meg ,,nem” allapotban, ha M egyetlen

valasztasi sorozat esetén sem allt meg ,,igen” allapotban.

Mivel f (n) megengedett, az els6 valasztasi sorozatot
generalni tudjuk (1F(M).
Tarigény: f(n).
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NSPACE f(n)) C TIME(klegn+f(m)

(c) bizonyitasa:
M legyen az L nyelvet f (n) tarral eldont6é
nemdeterminisztikus Turing-gép. Mivel M lyukszalagos, az
utolso6 szalag tartalmara nincs szilkség.

Adott x, n-hossz( bemenethez tartoz6 konfiguracio:

(9,1, Wa, Up, ..., Wi_1, Uk_1)

(n) log n+f (n)

Ezek szama: ncf1 =C
Kérdés: Elérhet6-e az x-hez tartoz konfiguraciobol egy
(,,igen”,...) alakd konfiguraci6?

Ez az ELERHETOSEG probléma, mely linearis idében
megoldhat6. Tehat létezik olyan c konstans, hogy L
elddnthetd Turing-géppel c°9™ (" idében.
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A konfiguracios graf elkészithetd ,,elére” is, de szebb megoldas
az, hogy sziikség esetén az x bemenet és M gép ismeretében
eldontjuk minden esetben, hogy két konfiguracié kozoétt van-e

él.
Kovetkezmény
L € NL € P C NP C PSPACE C EXP.
Bizonyitas
LCNL (a)
NL = NSPACElogn) C TIME(K9") C P (c)
PCNP (a)

NP = NTIME (n¥) C SPACENK) = PSPACE  (b)
PSPACE = SPACHN¥) C TIME(2") =EXP  (c)
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Mivel P C EXP, a P C NP, NP C PSPACE, PSPACE C EXP
valamelyike biztosan valodi.

Mivel L C PSPACE, azL C NL,NL C P, P C NP,
NP C PSPACE valamelyike biztosan valodi.

Sejtés
Mindegyik az.
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Savitch tétele

Tétel
ELERHETOSEG € SPACHElog?(n)).

Bizonyitas

(Itt n akar a cslicsok szamat, akar a szomszédsagi matrix
tarolasahoz szilkséges bitek szamat is jeldlheti.)

Legyen G egy n cslcsu graf, azt kérdezzik, létezik-e 1-bol n-be
vagy altalanosabban xg-bol yp-ba.

UT(x,y,i) < létezik x-bél y-ba vezetd
legfeljebb 2' hosszlisagi Gt

Vilagos, hogy akkor és csak akkor érhetd el yp az Xo-bol, ha
UT(X07 Yo, “Og n—| )
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UT(x,y, i) szamitasa

i=0:
. | .igen” hax=yvagy (xy) él
UT(xy.0) = { ,,nem” kildnben.
i>0:
Ellenérizziik minden zre, hogy UT(x,zi — 1) és
UT(z, y,i — 1) igaz-e. Ha létezik ilyen z, akkor
UT(x,y,i) = ,.igen”, killénben UT(x,y,i) = ,,nem".
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Készithetlink olyan 3-szavas lyukszalagos Turing-gépet, mely
ezt az algoritmust megvalositja.

» 1. szalag: G, Xg, Yo — bemenet
» 2. szalag: verem, rekurziv hivasi lanc, kezdetben
(X0, Yo, [logni)
» 3. szalag: valasz
Hivasi lanc hossza: [logn|
Egy elem hossza: O([Iog nl)
Osszes tarigény: O(log?n)
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Kovetkezmény
Ha f(n) > logn megengedett bonyolultsagi figgvény, akkor
NSPACHTf(n)) C SPACH (f(n))?).
Specialisan:
PSPACE = NPSPACE.

Bizonyitas

Legyen N nemdeterminisztikus, f(n) tarkorlatos lyukszalagos
Turing-gép. Az N egy x bemenetén val6 szimulalasahoz
futtassuk le az el6z6 algoritmust az N konfiguracios grafjan.
(Feltehetd, hogy N mindig megall.) A graf mérete: ¢’ (™, igy
adodik a log?(c'(™) = O( (f(n))?) tarkorlat. (A konfiguracios
grafot nem készitjuk el elére.)
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Az Immerman-Szelepcsényi tétel

Tétel

Létezik olyan nemdeterminisztikus lyukszalagos Turing-gép,
mely logaritmikus tarral kiszamitja adott G grafra és annak x
cslicsara az x-bol elérhetd cstcsok szamat.

Megjegyzés

Egy nemdeterminisztikus gép akkor szamit ki egy F(x)
flggvényt, ha minden x bemenetre minden szamitasi sorozat
végeén vagy h vagy ,,nem” allapotban all meg (tehat nem
léteznek végtelen szamitasi sorozatok), és minden x bemenetre
létezik olyan szamitasi sorozat, melynek végén h allapotban all
meg. Ebben az esetben az utolsd szalag tartalma mindig F(X).
Ha még a munkaszavak hosszanak 6sszege mindig legfeljebb
f(|x|), akkor a gép f(n) tarral szamitja ki F(x)-et.
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Bizonyitas
Jeldlje na cslicsok szamat és k=0,1,...,n— 1 esetén legyen
S(k) az x-bol legfeljebb k hosszu Gton elérhet6 cstcsok
halmaza. Nekiink |S(n — 1)|-et kell meghataroznunk.
Vilagos, hogy S(0) = {x}, |S(0)| = 1.
Az |S(k)| meghatarozasahoz |S(k — 1)|-et hasznaljuk fel,
tovabba egy olyan eljarast, mely valaszt ad az u < Sk)
kérdésre. u=1,2,...,nre meghivjuk ezt az eljarast:
1. m:= 0; valasz:= nem
2. Mindenv=1,2,... ncslcsra
2.1 have §k- 1), akkor m:= m+ 1;
2.2 hatovabba (v, u) él vagy v = u, akkor valasz:= igen
3. havégul m < |Sk — 1)|, akkor ,,nem”
4. kulénben az eredmény valaszértéke.
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Itt a v e S(k — 1) kérdésre egy ,,pontatlan” nemdeterminisztikus
algoritmus ad valaszt, mely megsejt egy legfeljebb k hosszi
csuicssorozatot és ellen6rzi, hogy az egy x-b6l v-be vezetd Ut-e.

Tarigény: aranyos az egy csucs tarolasahoz szikséges

tertlettel: O(logn). (Az (t egyes pontjait egyenként sejtjiik

meg.)

Kovetkezmény

Ha f(n) > logn megengedett bonyolultsagi figgvény, akkor
NSPACEf(n)) = coNSPACEKf(n)).
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Bizonyitas

Tegyuk fel, hogy L-et eldonti egy f (n) tarkorlatos
nemdeterminisztikus Turing-gép, melyrél feltehetd, hogy mindig
megall. Adott n hossz( bemeneten a konfiguraciok szama

< "M, igy nemdeterminisztikus Turing-géppel O(f (n)) tarral
meghatarozhatjuk a kezdd konfiguraciobol elérhetd
konfiguraciok szamat, majd ennek alapjan — az el6z6
algoritmusban adott modszerhez hasonl6an — eldonthetjiik,
hogy ezek kozott van-e (,,igen”, ...) alak.

Megjegyzés

TIME(f(n)) = coTIME(f(n))
SPACETf(n)) = coSPACEf(n))
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Visszavezetések

Legyenek A és B probléméak. B legalabb olyan nehéz, mint A,
ha létezik olyan hatékony modszer, azaz f rekurziv figgvény,
mely az A tetsz6leges x bemenetéhez hozzarendeli a B egy
f(x) bemenetét (példanyat) tgy, hogy az A-nak x akkor és csak
akkor ,,igen” példanya, ha B-nek f(x) ,,igen” példanya.

Az f figgvényre tovabbi megszoritasokat tesziink.

Definicio

Azt mondjuk, hogy az L; nyelv (logaritmikus tarral)
visszavezethetd az L, nyelvre, ha létezik olyan O(logn) tarral
kiszamithatod R szofliggvény, hogy minden x bemenetre

xeli & R(X) € L.
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Allitas

Ha Regy M (lyukszalagos) Turing-géppel kiszamitott
visszavezetés, akkor M minden x bemeneten polinom idében
megall.

Bizonyitas

Adott n hossz( x bemeneten a konfiguraciok szama

O(nd°9") = O(nk). Ezek egyike sem fordulhat el6 kétszer egy
szamitasi sorozatban.

Tehat minden logaritmikus tarral kiszamitott visszavezetés
egyben polinom idejl visszavezetés is. Tovabba |R(x)| az |x|
polinom figgvényével korlatozhato.

Példa
PAROSITAS visszavezethetd MAXIM ALIS FOLYAM(E)-re.
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HAMILTON-UT
» Adott: G iranyitott graf.

» Kérdeés: létezik-e olyan Gt, mely minden cscsot pontosan
egyszer latogat meg?

SAT
» Adott: konjunktiv normalalakd Boole-formula.
» Kérdeés: kielégithetd-e?
Alitas
HAMILTON-UT visszavezethetd SAT-ra.
Bizonyitas
Gcslcsai: 1,2,...,n. Aformula felirasahoz az x;j, 1 <i,j <n

valtozokat hasznaljuk. (Az x;j igaz volta annak felel meg, hogy
a j cslcs az i-edik egy Hamilton-Gton.)
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A formulat 6t részformula konjunkciojaként allitjuk el6:

Vidixij — /\(xl,j VX V...V Xnj)

j
Vivia < ia(=Xp iV %) — N\ /\ (g V %,))
j i1<i2
A ketto egydtt: vj3lix |
Vigixg — AXaVxaV...VXn)
i
Vivia <ja(=Xij, V =Xij,) — /\ /\ (X3 V X j,)
i j1<iz
Egyiitt: ViJljx.
Eddig csak n-t6l fugg.
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V(i,]) ¢ E(G) az i csucs utan nem kovetkezhet j:

n-1
/\ /\(_‘Xk,i V Xt 1)

(i) ¢E(G) k=1

Adott G grafra a formula logaritmikus tarral elkészithetd, és
G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-(t, ha a formula
kielégithetd.
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Logikai hal6zatok

Definicio

Halozat: kdrmentes iranyitott graf,

a csucsok cimkézettek: A, Vv, —, igaz, hamis X
A, V cimke esetén a cslcs befoka 2,

- cimke esetén a cslcs befoka 1,

igaz, hamis x; cimke esetén a csucs befoka 0.

Altalaban megkdveteljiik még, hogy pontosan egy cstcs kifoka
legyen O.

Amennyiben a valtozok kozil az xi, . . . , X, fordulnak el6 a
hal6zatban (legfeljebb), akkor a hal6zat kiszamit egy
{igaz hamig" — {igaz hamis Boole-fiiggvényt.
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HAL OZAT-KIERTEKELES
» Adott: valtozOmentes halozat.
» Kérdeés: igaze az érteke?

HAL OZAT-KIELEGITHETOSEG
» Adott: halozat.

» Kérdeés: a valtozoknak lehet-e (gy értéket adni, hogy a
halozat értéke igazlegyen?

Allitas o

A; EITERHET(,)SEQViss,zavezetheté a

HAL OZAT-KIERTEKELESTre.

Allitas o o

A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG visszavezethetd a SAT-ra.
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Minden g cslicsnak felelien meg a g valtozo.

g cimkéje x
g cimkéje igaz

g cimkéje hamis

g cimkéje Vv:

g
/N
01 92
g cimkéje A:
g
/N
01 92
g cimkéje —:
g
/]\

01
g kimend kapu

Bonyolultsagelmélet

— X< g, azaz (-xV g) A (xV —g)
= g
— g

g+« (01V0Q),azaz

—
(FgV a1V @) A (-0 V9 A(—92V Q)
~, 9 (1A Q), azaz
(V1) A(—gVg2) A(—01V —02V Q)
g« (—01), azaz
—

(=g V —01) A (01 V Q)
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Bonyolultsagelmé|

A keresett formula: a fenti formulak konjunkci6ja.

Adott hal6zathoz a formula elkészithetd logaritmikus tarral.
Tovabba a halozat akkor és csak akkor kielégithet6, ha a
formula az.

Ha ugyanis a formula kielégithetd, akkor tekintsiink egy h
kielégito értékelését. Ez minden egyes g kapuhoz és x;
valtozohoz meghataroz egy logikai értéket. Rendeljik minden
kapuhoz ezt a logikai értéket. Ekkor a kimeneti kapu értéke a
hal6zat értéke, amikor minden x; valtozo értékét h(x;)-nek
valasztjuk.

Ha a halozat kielégithetd, akkor valasszuk meg minden x;
értékét gy, hogy a halozat értéke igazlegyen. Szamitsuk ki a
hal6zat minden kapujanak értékét. Az igy kapott értékelés
Kielegiti a formulat.
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Az egyik irany: ha Hg-t kielégiti a Hg valtozoinak egy h
kiertékelése, akkor h-nak az a folytatasa, mely Hg minden ¢
cslicsahoz (mint valtozohoz) a Hy értékét rendeli a h értékelés
mellett, kielégiti Fg-t.

A masik irany: ha Fg-t kielegiti egy h értékelés (mely értéket ad
Hg valtozbinak és minden cstcsanak), akkor h megszoritasa Hg
valtozoira kielégiti a Hg halozatot.
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A visszavezetés tranzitivitasa

Vilagos, hogy a visszavezetés reflexiv.

Tétel

A visszavezetés tranzitiv: Ha Raz Li-nek L,-re, R pedig az
Lo-nek Lz-ra val6 visszavezetése, akkor az Ro R 0sszetett
flggvény Li-nek Lz-ra valo visszavezetése.

Bizonyitas

Legyen Mg és Mr az R-etill. R-t logaritmikus tarral kiszamito
lyukszalagos Turing-gépek. Elkészitlink egy olyan lyukszalagos
Turing-gépet, mely logaritmikus tarral kiszamitja Ro R-t. (Ez
nem lehet a hagyomanyos szuperpozicid, mert R(x) sokkal
hosszabb lehet, mint log |x|.)
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A visszavezetés tranzitivitasa

A trikk
Nem taroljuk el Mg kimené szalagjat, csak a mutato poziciojat
(kezdetben ez 1).

Mg/
RoR)¥) [ [ [T TTTTTTTT]

Mr-nek sziiksége van a kovetkezd karakterre: folytatjuk Mg
szimulalasat.

Mg -nek szilksége van az el6z6 karakterre: elolr6l kezdjuk Mg
szimulalasat.
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Definicio

Azt mondjuk, hogy egy C bonyolultsagi osztaly zart a
visszavezetésre, ha valahanyszor L visszavezethetd L'-re és
L’ € C, mindig teljesul, hogy L € C.

Allitas

Az L, NL, P, NP, PSPACE, EXP osztalyok zartak a
visszavezetésre.

Bizonyitas

L és NL esetén az el6z6 tételhez (tranzitivitas) hasonl6an. A
tobbi osztaly esetében a hagyomanyos szuperpozicio is
megfelel.

Megjegyzés
L barmely két nemtrivialis L, L’ elemére igaz, hogy L
visszavezethetd L'-re.
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Definicio

Legyen C egy bonyolultsagi osztaly. Egy L nyelvet C-nehéznek
neveziink, ha minden L’ € C nyelv visszavezethet6 L-re. Ha
meég L € C is teljesul, akkor L C-teljes.

Specialisan: P-teljes, NP-teljes stb. problémak.

Allitas

Tegyuk fel, hogy C zart a visszavezetésre és az L nyelv C-teljes.
Akkor C pontosan azon L’ nyelvekbdl all, melyek
visszavezethet6k L-re. Tehat L reprezentalja az egész osztalyt!

Allitas

Tegyik fel, hogy L egy C-teljes nyelv, L’ € C és L
visszavezethet6 L’-re. Akkor L’ is C-teljes.
Allitas

L nyelv C-teljes < L coC-teljes.
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Egy P-teljes probléma

Tétel
A HAL OZAT-KI ERTEKELESprobléma P-teljes.

Bizonyitas

Csak azt mutatjuk meg, hogy a probléma P-nehéz. E célbol
Iegyen L € P, be kell latnunk, hogy L visszavezethetd a

HAL OZAT-KI ERTEKELESprobIemara

Mivel L € P, létezik olyan polinom idékorlatos egyszavas M
Turing-gép, mely eldonti L-et. Tegyuk fel, hogy p(n) — 2 az M
polinom id6korlatja, ahol p(n) > 2.

Ha megengedink Ures atmeneteket is, gy feltehetd, hogy M
minden n hosszU x bemeneten pontosan p(n) — 2 Iépésben all
meg ,,igen” vagy ,,nem” allapotban.
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Egy P-teljes probléma

Azt is feltehetjiuk, hogy M a megallaskor a mutato a >

szimbolumot kovetd karakteren all, és ez a karakter az ,,igen”

vagy a ,,nem” allapot.

M m(ikddését az n hosszl x bemeneten leirhatjuk egy

(p(n) — 1) x p(n) méretl T = (T;;) tablazattal,
Tjel=XU{oq:0€X,qecK}.

Iltt o4 jelentése: a gép q allapotban van, a mutat6 az adott

karaktert jeloli ki, mely o.

Az egyszer(iség kedvéért most feltesszik, hogy indulaskor a

gép a > szimbolumot kovetd karakterre mutat, és a >
szimbo6lumra sosem keril a mutato.
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Egy P-teljes probléma

VIV V|V IV |V|V]|VIV
C|lcjcicicjcjcjc| =

A

1
»igen” v. ,,nem”
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Egy P-teljes probléma

A széls6 elemek adottak. Minden belsé elem a folotte levd
harom fuggvénye valamely M-t6l figgd

f:13 7T
flggvény szerint.

Amennyiben I" elemeit bitsorozatokkal kodoljuk, f
helyettesithetd

f, : {igaz hamis®™ — {igaz hamig

(¢=1,2,...,m m= [log|T'|]) fuggvényekkel.

Az x bemenethez tartozd R(x) halozatot 4gy kapjuk, hogy a
tablazat minden bels6 pozicibjat helyettesitjik egy egyszer(
halozattal (melyek véges sok, x-t6l figgetlenil megadhat6
hal6zattipusbol kerilnek ki).
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Egy P-teljes probléma

szelso elem: a megfeleld elem binaris kodjahoz tartoz0, csak
kezd6cslcsokat tartalmazo halozat.

bels6 elem: 3m bemenettel és m kimenettel rendelkez6, az
f1,...,fm fliggvényeket kiszamitd halozat.

A belsd elemek helyére keriil6 halozatok bemeneteit rendre
azonositjuk a folotte levé harom halézat kimeneteivel.

Az egeész halozat kimenete: az utols6 sor masodik hal6zatanak
els6 kimenete.

Vilagos, hogy

» R(x) elkészithetd logaritmikus tarigény( Turing-géppel;
» xe L < R(x) értéke igaz
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Cook tétele

Tétel
A SAT probléma NP-teljes.

Az nyilvanvalo, hogy SAT € NP. Mivel a

HAL OZAT-KIEL EGITHETOSEG visszavezethetd SAT-ra, igy
elegendé belatni, hogy a HAL OZAT-KIEL EGITHETOSEG
NP-nehéz. (Persze akkor NP-teljes is.)
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Cook tétele

Tétel
A HAL OZAT-KIEL EGITHETOSEG NP-teljes.

Bizonyitas

Legyen L egy M nemdeterminisztikus egyszavas Turmg geppel
polinom idében eldontdtt nyelv. A HAL OZAT-KIERTEKELES
P-teliességének bizonyitasat kovetve, adott x bemenethez
elkészitiink egy T tablazatot, mely a nemdeterminisztikus
valasztasoktol is fligg. Feltehetd, hogy minden konfiguraciéban
2 vélasztas lehetséges, igy c egy t = p(|x|) hosszU bitsorozat,
ahol p az M id6korlatjat megad6 polinom fliggvény.

Bonyolultsagelmélet 108 /184



Cook tétele

A bels6 T;j elemek értéke mosta Ti_1j_1, Ti—1j, Ti—1j+1
értékeken kivil a ¢;-t6l is fligg, ami 0 vagy 1.
Igy az f, fUggvények:

{igaz hamig®™1 — figaz hamis.
Az R(x) halozatot a korabbiakhoz hasonloan készitjuk el azzal
a kilénbséggel, hogy a halozat rendelkezik még ¢y, . .., C
bemeneti kapukkal, amelyek X, ..., X valtozokkal cimkézettek.
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Az NP osztaly egy jellemzése

Definicio
Legyen R C ¥* x ¥*. Azt mondjuk, hogy R polinom id6ben
eldonthetd, ha az

Lr={xy : RXy)}

nyelv az.
Azt mondjuk, hogy R polinomialisan kiegyensulyozott, ha van

olyan p(n) polinom, hogy
RxY) = [yl < p(x).
Allitas
L € NP < JRpolinom idében elddnthet6, polinomialisan
kiegyensulyozott relacio, hogy

L={x:3dyRXxVYy)}.
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Bizonyitas
= Tegylk fel, hogy L € NP. Létezik L-et eldontd, p(n) polinom

id6korlatos nemdeterminisztikus Turing-gép.
Legyen

R={(x,y) :yaz x-hez tartoz6 elfogadd

szamitasi sorozatot kodol}.
< LegyenL = {x : JyR(x,y)}, ahol R polinom idében

eldonthet6 és polinomialisan kiegyensulyozott:
ROGY) = || < p(x).
Az N nemdeterminisztikus Turing-gép adott x esetén
nemdeterminisztikusan generaljon egy tetszbleges y sz6t,
amire |y| < p(|x|), majd az Lr-et polinom idében eldont6
Turing-gépet szimulalva ellenérizze, hogy R(x,y) teljesul-e.
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A kielégithetdség valtozatai

Definicio
Legyen k > 1. A kSAT a SAT azon specialis esete, amelyben
minden tag pontosan k (nem feltétlendl killonb6z06) literalbol all.
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3SAT

Allitas

3SAT NP-teljes, és igy k > 3 esetén kSAT NP-teljes.

Bizonyitas
14
{1V b

01V loV U3
01V lo N A3V Uy

iVl ...Vl

Bonyolultsagelmélet
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3SAT

Allitas

Legyen o =CiLACA...... A ¢k konjunktiv normalformaja
formula. Minden ¢; taghoz legyen ¢ az el6z6ekben adott
kifejezés, ahol minden kifejezésben 0] valtozokat hasznalunk.
Ekkor ¢ akkor és csak akkor kielégithet6, ha

¢ =Cc NG A...AC az.

Mivel SAT visszavezethetd 3SAT-ra és 3SAT € NP, ezért SAT
NP-teljességébdl kovetkezik, hogy 3SAT is NP-teljes.
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2SAT

Legyen ¢ olyan k.n.f., hogy ¢ minden tagja 2 literalbdl all.

G(y)
» cslcsok: a p-ben el6forduld valtozok és negaltjaik.

» élek: (o, ) €l @V B vagy V@ a g tagja (azaz ha
a — fvagy f — @ a ¢ tagja.)

Allitas
Akkor és csak akkor vezet a-bol -ba iranyitott Gt, ha létezik
(3-bol @-ba vezetd iranyitott Ut.

Tétel

A o formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs olyan x
valtoz0O, amelyre létezik G(y)-ben iranyitott Gt x-bol —x-be és
vissza.
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2SAT

Bizonyitas

Tegyuk fel, hogy létezik olyan x valtozo, hogy x-bdl elérhetd —x,
és —x-bol elérhetd x.

Belatjuk, hogy a valtozok tetszéleges T kiértékelésére ¢ hamis
Tegyuk fel, hogy T(x) igaz(a T(x) hamiseset hasonloan
kezelhetd). Mivel T(—x) hamis az x-b6l —x-be vezet6 Gton
létezik olyan («, 3) él, hogy T(«) igazés T() hamis Ekkor
G() konstrukcidja szerint a megfelel tag (@ Vv 8 vagy 8 V @)
hamis igy ¢ hamis

Tegyuk fel, hogy egyetlen x valtozéra sem létezik x-b6l —x-be és
—-X-bdl x-be vezet6 Gt. Elkészitjik a valtozok egy olyan T
kiértékelését, melyre ¢ igaz
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2SAT

Valasszunk egy olyan x valtozot, amelynek igazsagértékét még
nem rogzitettiik. Ha x-bdl nem érhetd el —x, akkor legyen

a := X, kulonben (ekkor —x-bdl nem érhet6 el X) « := —x.
a-hoz és minden «a-bol elérhetd cslicshoz rendeljik az igaz
értéket és tagadasaikhoz rendeljik a hamisértéket.

(Ezek pontosan azok, melyekbdl elérhet6 @)

T jol definialt, nem lehet: o ~ 3 és o ~» /3, mert ekkor § ~» @
és 3 ~ o miatt o ~ @ lenne.

a ~ [3 esetén nem lehet, hogy 3 korabban hamisértéket
kapjon, mert akkor /3 ~~ @ alapjan a mar korabban hamis
értéket kapott volna.

Valahanyszor (o, 8) él és T(«) igaz T(5) isigaz Ezértpa T
kiértékelés mellett igaz
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2SAT

Kovetkezmény
2SAT € NL, igy 2SAT € P.

Bizonyitas

Mivel NL = coNL, elegend6 azt belatni, hogy

2SAT — KOMPLEMENTERE NL.

Ehhez azt kell eldonteni adott ¢ esetén, hogy létezik-e
G(p)-ben valamely x valtozora x-bél —x-be és vissza vezeto Ut.
Ez ugyanlgy eldontheté nemdeterminisztikusan logaritmikus
tarral, mint az ELERHETOSEG.
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NP-teljes grafelméleti problémak

FUGGETLEN CSJCSHALMAZ
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e K eleml fliggetlen csticshalmaz?

Tétel

A FUGGETLEN CSJCSHALMAZ probléma NP-teljes.
Bizonyitas

Vilagos, hogy a probléma NP-ben van. Megmutatjuk, hogy
3SAT visszavezethet6 a FUGGETLEN CSJCSHALMAZ-ra.
Legyen ¢ a 3SAT egy példanya, o = ¢ A ... A cm. A G graf
alljon mdarab haromszogbdl, melyek a ¢; tagoknak felelnek
meg, s melyek cslcsai a ¢i-kben 1évé literaloknak felelnek meg.
Ezen Kivil még kossiink 6ssze éllel minden ellentétes literalt.
Veégil legyen K = m.

© kielégitheté < G-ben létezik K elem( fliggetlen csicshalmaz.
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NP-teljes grafelméleti problémak

KLIKK
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e K elem( Kklikk (teljes részgraf)?

Tétel
KLIKK NP-teljes.

Bizonyitas

Vilagos, hogy KLIKK &€ NP.

Legyen (G = (V,E),K) a FUGGETLEN CSJCSHALMAZ
probléma egy példanya. Feltehetd, hogy K < |V|.

Legyen G° = (V, E®) a G komplementer grafja. Vilagos, hogy
G-ben akkor és csak akkor létezik K elemd fliggetlen
cstcshalmaz, ha G®-ben létezik K elem( klikk.
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NP-teljes grafelméleti problémak

CSUCSLEFELES
Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf, K szam.

Kérdés: Létezik-e olyan K elemi csGicshalmaz, hogy
minden él illeszkedik a halmaz egy cstcsahoz?

Tetel )
A CSUCSLEFELESprobléma NP-teljes.

Bizonyitas

Legyen (G = (V,E),K) a FUGGETLEN CSJCSHALMAZ
probléma egy példanya, ahol K < |V|.

G-nek akkor és csak akkor létezik K elem( fliggetlen
csticshalmaza, ha élei lefedhet6ek |V| — K elemd
cstcshalmazzal.
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HAMILTON- UT
Adott: G = (V, E) iranyitatlan gréaf.
Kérdés: Létezik-e olyan Gt, melyben minden cslcs
pontosan egyszer fordul el6?

Tétel ]
A HAMILTON-UT probléma NP-teljes.

Tétel
A TSP(E)probléma NP-teljes.

Bizonyitas

A HAMILTON- UT problémat visszavezetjiik a TSP(E)
problémara.

Legyen G egy n cslcsu graf az {1,...,n} halmazon. Hai # j és
(i,]) él, akkor d;; legyen 1, kilonben legyen d;; = 2. G-ben
akkor és csak akkor létezik Hamilton-Gt, ha létezik < n+ 1
0sszkoltségi korit.
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NP-teljes grafelméleti problémak

3-SZINEZES
Adott: G = (V, E) iranyitatlan gréaf.
Kérdés: Kiszinezhetbek-e a graf cslicsai 3 szinnel Ggy,
hogy a szomszédos csucsok kilonb6zd szinliek legyenek?

Tétel )
A 3-SZINEZES probléma NP-teljes.

Megjegyzés
A 2-SZINEZESprobléma P-ben van.
A 4-SZINEZES probléma trivialis sikbarajzolhat6é grafokra.
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NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

HARMASITAS
Adott: Harom azonos méret( halmaz, F (filk), L (lanyok),
H (hazak), és egy RC F x L x H relacio.

Kérdés: Megadhat6-e az R-beli harmasok egy olyan
részhalmaza, melyben minden fi(, lany és haz pontosan
egyszer szerepel?

Vilagos, hogy HARMASITAS < NP.

Teétel o
A HARMASITAS probléma NP-teljes.

Megjegyzés
PAROSITAS € P.
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Bizonyitas

A 3SAT-ot vezetjiik vissza HARMASITASra.
@w=CA...A\Cnqn

Adott x valtozora jeldlje k az x és —x eléfordulasainak

maximumat. Az x valtozohoz felvesziink 2k harmast, az abran
lathatdé haromszogeket:

D ngk/\il

hy

N/
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HARMASITAS
Bizonyitas folytatasa
Az x minden egyes el6fordulasahoz hozzarendeliink egy
paratlan index( h;-t, a —=x minden eléfordulasahoz pedig egy
paros indexd hj-t.
Mivel az abran szerepld fiuk és lanyok mas harmasokban nem
szerepelnek, minden harmasitasban minden masodik
haromszog szerepel:
(fl, lq, hz), (fz, la, h4), ... X igaz
(f]_, Ly, hl), (fg, {y, h3), R X hamis
Minden ¢ taghoz felvesziink még 3 harmast, melyek (f, ¢, h)
alaktak, ahol f, ¢ csak a ¢-tol figgnek, h pedig azon harom haz
valamelyike, melyek a tagban szerepld literaloknak felelnek
meg.
Az eddig elkészitett Rrelaciora érvényes:
Akkor és csak akkor adhat6 meg az R egy olyan részhalmaza,
melyben minden fill és lany pontosan egyszer, €s minden haz
legfeljebb egyszer szerepel, ha ¢ kielégithetd.
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HARMASITAS

A konstrukci6 befejezése

Eddig H > 3mhazat és § + m < Y + 1 fiut és ugyanannyi lanyt
hasznaltunk.

Jeldlie K aH — (% + m) kuldnbséget. Felvesziink még K lanyt
és fiut, melyek mindegyik hazba belerakhatok.
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HALMAZLEFEDES

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C = (S,...,S)
rendszere és egy K szam.

Kérdés: Kivalaszthato-e K darab az §-k koziil gy, hogy
ezek egyesitése U?

HALMAZPAKOL AS

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C = (S, ..., S))
rendszere és egy K szam.

Kérdés: Kivalaszthato-e az §-k kdzil K paronként
diszjunkt halmaz?

PONTOS LEFEES HARMASOKKAL
Adott: Egy 3melemi U halmaz és 3-elem(i
részhalmazainak (S, ..., S,) rendszere.
Kérdés: Kivalaszthato-e mdarab § gy, hogy ezek
egyesitése U? (A kivalasztott S-k nyilvan diszjunktak.)
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NP-teljes problémak halmazokra

Tétel
A HALMAZLEFED ES HALMAZPAKOL AS, PONTOS LEFEIES
HARMASOKKAL problémak NP-teljesek.

Bizonyitas

A HARMASITAS a PONTOS LEFEES HARMASOKKAL
specialis esete.

A PONTOS LEFEES HARMASOKKAL a HALMAZLEFEDES
valamint a HALMAZPAKOL AS speciélis esete is.
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EGESZERTEKU PROGRAMOZAS
Adott: Egy n-valtozos, egész egyitthatos linearis
egyenlétlenség-rendszer.
Kérdés: Létezik-e egész értek(i megoldas?

A HALMAZLEFED ESfelfoghat6 az EGESZ ERTEKU
PROGRAMOZAS specialis eseteként:

n
Ax>1, ) x<B, 0<x<1,
i=1
ahol A oszlopai a halmazrendszer elemeinek felelnek meg.
Azt is meg Iehgt mutatni, hogy az EGESZERTEKU
PROGRAMOZAS NP-ben van.

Tétel
Az EGESZERTEKU PROGRAMOZAS probléma NP-teljes.
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NP-teljes problémak halmazokra és szamokra

Az EGESZERTEKU PROGRAMOZAS egy masik specialis
esete:
HATIZSAK

Adott: n elem mindegyikének w; sllya és c; értéke,
valamint W és K.

Kérdés: Kivalaszthato-e ismétlés nélkil néhany elem gy,
hogy Osszértékik > K és dsszsllyuk < W?

Tétel
A HATIZSAK probléma NP-teljes.
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A coNP osztaly

Definicio
coNP = {L : L € NP}
Példak )
ERVENYESEG

Adott: ¢ Boole-formula

Kérdés: Ervényes-e, azaz azonosan igaz-e ¢?
HAMILTON- UT KOMPLEMENTER

Adott: G graf

Kérdés: lgaz-e, hogy G nem tartalmaz Hamilton-utat?
Allitas , ,
Az ERVENYESEG és HAMILTON-UT KOMPLEMENTER
problémak coNP-ben vannak.
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NP és coNP

Egy probléma akkor van
» NP-ben, ha minden igenpéldanyahoz létezik témor,
polinom idében ellendrizhetd bizonyiték, és csak az igen
példanyokhoz létezik ilyen bizonyiték.
» coNP-ben, ha minden nempéldanyhoz létezik témor,
polinom id6ben ellendrizhet6 cafolat, és csak a nem
példanyokhoz létezik ilyen cafolat.

Allitas
Az ERVENYESSEG és HAMILTON- UT KOMPLEMENTER
problémak coNP-teljesek.
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NP és coNP

Allitas
P C NP N coNP.
Allitas

Tegyuk fel, hogy C zart a visszavezetésre és L C-teljes.
Ekkor C = coC < L e coC.

Kovetkezmény

NP = coNP < SAT € coNP < ERVENYESSEG € NP.
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PRIMEK
Adott: p szam (binarisan).
Kérdés: Primszam-e p?
Allitas
PRIMEK € coNP.

Tétel (Lucas)

Egy p > 1 szam akkor és csak akkor primszam, ha létezik olyan
1<r < p, amelyre:

(@) rP~1 =1 modp
(b) A p— 1 minden q primszam osztojara r(P~1/9 = 1 modp.

Példa
p=5— r=33"=1mod53%=4mod5

Bonyolultsagelmélet 135/184



Pratt tétele

Tétel (Pratt, 1975)

PRIMEK € NP N coNP.

Bizonyitas

Legyen adott p. Feltehetd, hogy p > 2.
A p primszam voltanak bizonyitéka:

(r7 ql; s 7qk)7

ahol1<r < p, rP~1 =1 modp, tovabba qy, ..., 0 a p— 1 6sszes
primosztoi, és igy k < [logp] és rP-D/4 % 1 modp, i =1,...,k
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Pratt tétele

Az input mérete

n = [logp].

Allitas

rP~1 modp meghatarozhat6 valamely m-re O(n™) idében.
Bizonyitas

Képezzilk az r modp, r2 modp, ..., r¥" modp szamokat, majd

ezek kozil dsszeszorozzuk azon r? -ket, melyekre p — 1 binaris
reprezentacitjaban az i-edik helyiértékd bit 1.
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Pratt tétele

Allitas

n-ben polinom idében ellenérizhetd, hogy eljuthatunk-e

p — 1-bél az 1-be g;-kkel vald osztasok segitségével, ahol
minden egyes g;-t legalabb egyszer felhasznaljuk.

Tovabba n-ben polinom idében ellenérizheté az is, hogy minden
i-re érvényes-e az r(®-1/% £ 1 modp egyenl&tlenség.

De (r,qi,...,0«) nem teljes bizonyiték, mert valahanyszor
g # 2, annak is bizonyitékat kell adni, hogy ¢; prim.
A teljes bizonyiték:

C(p) = (r,on,C(a), - -,k C(ak)),
ahol C(qj) a g primszam voltanak bizonyitéka (ez ures, ha
a =2).
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Pratt tétele

Allitas

A teljes bizonyiték hossza O(r?).

Allitas

Adott p-re a C(p) bizonyiték helyessége n-ben polinom id6ben
leellendrizhetd.

Bizonyitas
A fentiek alapjan, Id. konyv.
Tétel (M. Agrawal, N. Kayal, N. Saxena, 2002)

PRIMEK ¢ P.
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Néhany tovabbi eredmény a P és NP osztalyokrol

Tétel
Ha P # NP, akkor létezik olyan L € NP — P, mely nem NP-teljes.

/NPe

NPI vagy

NG

NPC: NP-teljes nyelvek (NP-complete)
NPI: azon (NP — P)-beli nyelvek, amelyek nem NP-teljesek
(NP-intermediate).

Bonyolultsagelmélet 140/184



Orakulumos Turing-gép

Definicio

Az M" orakulumos, determinisztikus vagy nemdeterminisztikus
Turing-gép olyan tébbszavas Turing-gép, mely rendelkezik egy
specialis kérdés szoval (szalaggal), valamint gz, Gigen, Onem
allapotokkal.

Definicio

Legyen A C %, ahol ¥ az M abécéje. Ekkor az M* Turing-gép,
melyben az orakulumot az A nyelvvel realizaljuk, gy mdkodik,
mint egy kdzonséges Turing-gép, kivéve, ha a g, allapotban
van. Ekkor a gigen Vagy a gnem allapotba megy at annak
megfelel6en, hogy a kérdés sz6 az A nyelvben van-e.

Id6bonyolultsag

Mint a kdzonséges esetben, minden kérdés egyetlen lépésnek
szamit.
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Orakulumos Turing-gép

Definicio

Legyen C bonyolultsagi osztaly, A tetszdleges nyelv.

CA: Azon nyelvek, amelyek eldonthetéek ugyanolyan tipus(
orakulumos Turing-géppel az orakulum A-val valob realizalasa
mellett, mint a C osztalyba es6 nyelveket eldontd Turing-gépek.
Legyen C’ is bonyolultsagi osztaly. Ekkor

¢ = A

AcC’

Példa
» PP=P
» NP U coNP C PNP = pSAT
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Orakulumos Turing-gép

Tétel
Van olyan A orakulum, melyre PA = NPA.

Lemma
Ha A € PSPACE, akkor PA C PSPACE és
NPA C NPSPACE = PSPACE.

Lemma
Ha A PSPACE-teljes, akkor PSPACE C PA.

A tétel bizonyitasa

Legyen A PSPACE-teljes, kés6bb latni fogjuk, hogy ilyen A
létezik. Ekkor:

PSPACE C PA C NP” C PSPACE.
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Orakulumos Turing-gép

Tétel
Van olyan B, melyre PB £ NP5,

Tehat a P # NP sejtés csak olyan gondolatmenettel
bizonyithat6, mely nem relativizalhato tetsz6leges orakulumra.

Bonyolultsagelmélet 144 /184



Logaritmikus tar

Tétel

Az ELERHETOSEG probléma NL -teljes.

Bizonyitas

Azt mar tudjuk, hogy a probléma NL-ben van. Legyen most az
L egy NL-beli nyelv. Ekkor L elddnthetd egy N, logn tarkorlatos
nemdeterminisztikus lyukszalagos Turing-géppel.

Egy n hossz( x bemeneten a konfiguraciok szama O(nk)
valamely k-ra. Feltehetd, hogy csak egy elfogad6 konfiguracio
van.

igy a konfiguracios grafot tekintve az ELERHETOSEG egy
példanyahoz jutunk, mely akkor és csak akkor igenpéldany, ha
X € L.

Mivel a konfiguracios graf elkészithet6 logaritmikus tarral,
készen vagyunk.
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Logaritmikus tar

Kovetkezmény
Az ELERHETETLENSEG probléma NL -teljes.

Bizonyitas
NL = coNL
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Tétel
A 2SAT probléma NL-teljes.

Bizonyitas

Azt mar tudjuk, hogy 2SAT € NL. Tekintsuk az
ELERHETETLENEGegy példanyat. Az el6z6 tétel bizonyitasa
miatt feltehet6, hogy az adott graf kdrmentes.

Minden cstcshoz rendeljink egy x valtozot. A 2SAT azon ¢
példanyat készitjuk el, mely az 6sszes —x Vv y tagokbadl all, ahol
(x,y) él, tovabba az s és —t tagokbol, ahol s a kezddcslcs és t a
cél.

lgy ¢ kielégithet6 < s-bél nem érhet6 el t.

Tegyuk fel, hogy T a ¢ kielégito kiértékelése. Ekkor T(x) = 1,
valahanyszor x elérhet6 s-bél, és T(t) = 0. igy t nem érhet6 el.
Tegyuk fel, hogy t nem érhetd el sb6l. Legyen T azon
kiértékelés, melyre T(x) = 1 akkor és csak akkor, ha x elérhetd
s-bél. Ekkor T kielégiti o-t.
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Alternalo Turing-gép
Definicio
Az alternald Turing-gép olyan N = (K, X, A, s)
nemdeterminisztikus Turing-gép, melyben K a Kgg és Kyagy
diszjunkt halmazok egyesitése, és amelynek minden szamitasi
sorozata véges (feltehetd, hogy a gép pontos).
Tekintsiik az N szamitasi fajat az x bemeneten.
Azt mondjuk, hogy egy C konfiguracio vegil elfogado, ha
» C-ben a gép ,,igen” allapotban van, vagy
» Kggallapotban van, és minden kdzvetlen leszarmazottja
végul elfogado, vagy
» Kyacy -allapotban van, és valamely kdzvetlen
leszarmazottja végul elfogado.
Az N gép akkor fogadja el az x bemenetet, ha a kezd6
konfiguracio végul elfogado, kiilénben elutasitja azt. Az f(n)
id6- vagy tarkorlatos Turing-gép fogalmat értelemszeriien
definialjuk.
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Alternalo Turing-gép

Definicio

Legyen f(n) megengedett bonyolultsagi fuggvény. (Id6 esetén
f(n) >n.)

ATIME (f(n)): az 6sszes f(n) idokorlatos alternalo
Turing-géppel eldonthetd nyelvek.

ASPACHT (n)): az 6sszes f(n) tarkorlatos alternald
Turing-géppel eldonthetd nyelvek.

AL = ASPACKlogn)

AP = ATIME (n¥)

Vilagos, hogy NTIME(f(n)) C ATIME (f(n)) és
NSPACET (n)) C ASPACE( (n)).
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AL =P

Tétel
AL =P.

Bizonyitas

Lattuk, hogy a HAL OZAT-KI ERTEKELESprobléma P-teljes.
Valojaban mar a MONOTON-HAL OZAT-KIERTEKELESis
P-teljes, mert minden valtozémentes halézat monotonna
tehetd.

Mivel mindkét osztaly zart a visszavezetésre, AL = P teljesll,
ha a MONOTON-HAL OZAT-KIERTEKELESAL - -teljes.

Bonyolultsagelmélet 150/184



PCAL

Tétel
MONOTON-HAL OZAT-KIERTEKELESc AL.

Bizonyitas

Adott monoton halozat kiértékelését kezdje az alternald
Turing-gép a kimeneti kapunal.

Ha ez igazvagy hamis a kiértékelésnek vége.

Ha ESkapu, akkor a gép ES-allapotba, kilonben

VAGY -allapotba lép, és nemdeterminisztikusan a két 6s
valamelyikénél folytatja a kiértékelést.

Ha végil igazkapuhoz ér, ,,igen” allapotba, kiilénben ,,nem”
allapotba megy at.

Ekdzben mindig csak az aktualis kapu sorszamat kell tarolni.
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AL CP

Tétel
A MONOTON-HAL OZAT-KI ERTEKELESprobléma AL-nehéz.

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy tetszdleges L € AL nyelv visszavezethetd a
MONOTON-HAL OZAT-KIERTEKELESre.

Legyen N = (K, 3, A, s) olyan pontos, alternalo Turing-gép,
mely log n tarral eldonti az L nyelvet. Feltehet6, hogy minden
nem elfogado vagy elutasitd konfiguracionak 2 leszarmazottja
van. A konfiguracios graf adott x bemenet esetén kérmentes.
Minden C cslcsot helyettesitiink egy C’ kapuval. Ez

ESkapu, ha az allapot Kgg-ben van,
VAGY kapu, ha az allapot Kyagy-ban van,
igazkapu, ha az allapot ,,igen”,
hamiskapu, ha az allapot ,,nem”.
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AL CP

Amennyiben C kdzvetlen leszarmazottai C; és Cy, akkor a
halozatban C’ 6sei C| és C,,. A kimeneti cslics a
kezdokonfiguracio.

Vilagos, hogy a halozat értéke akkor és csakis akkor igaz, ha

X € L.

Minden konfiguracié mérete O(logn). igy kénnyen lathato, hogy
a halozat elkészithet6 logaritmikus tarral.

Tétel
Ha f(n) > logn megengedett, akkor
ASPACE(f(n)) = TIME (K'(™).
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A polinomialis tar

QSAT

Adott: Ix;1VXz . .. Qmxme kvantifikalt Boole-formula prenex
normalalakban Ugy, hogy a ¢ konjunktiv normalalakd
kvantormentes formula, melyben legfeljebb az xi, . .., xm
valtozok fordulnak eld.

Kérdés: lgaz-e az adott formula?

Megjegyzés
» A kvantorok szigor( alternalasa nem lényeges.
» Az sem lényeges, hogy az els6 kvantor 3.
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Allitas

A QSAT probléma PSPACE-ben van.

Bizonyitas

Legyen adott a Ix; V%2 . . . QmXme formula. Ebbdl O(m) tarral

elkészitiink egy olyan hal6zatot, mely grafja egy m mélységd,
kiegyensulyozott binaris fa.

» Paratlan szinten: VAGY kapu
» Paros szinten: ESkapu

» Levél: igazvagy hamisattol figgéen, hogy a ,,megfeleld”
kiértékelés mellett ¢ igaz vagy hamis.

Egy rekurziv algoritmussal a mélységgel aranyos, tehat O(m)
tarral kiértékeljik a hal6zatot.

A visszavezetés tranzitivitasanak bizonyitasaban megismert
modszer szerint a két algoritmust 6sszetehetjuk — O(m)
tarkorlatos Turing-gépet kapunk.
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Megjegyzés

A probléma akkor is PSPACE-ben van, ha
» ¢ tetszdleges kvantormentes Boole-formula.
» a kvantorok nem feltétlendl valtakoznak.

» p-benaz xy,...,Xn valtozokon kivil egyéb valtozok is
el6fordulnak, és azt kérdezzik, kielégithet6-e az egész
formula.

» a formula nem feltétlenill prenex alaka.
» azt kérdezziik, hogy a formula hamis-e.
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Tétel
A QSAT probléma PSPACE-teljes.

Bizonyitas

Mivel PSPACE = coPSPACE, a QSAT probléma akkor és csakis
akkor PSPACE-teljes, ha QSAT-KOMPLEMENTER
PSPACE-teljes.

Ez utbbbi probléma akkor és csakis akkor PSPACE-teljes, ha a
QSAT azon valtozata PSPACE-teljes, melyben az adott formula
magja (a ¢ a I VX2 . . . QmXme formulaban) diszjunktiv
normalformaban van.

Legyen adott az L € PSPACE nyelv, melyet eldont az O(nk/)
tarkorlatos M Turing-gép. Adott x, n hosszli bemeneten a
konfiguraciok szama O(Z”k) valamely k-ra.

Az egyszer(iség kedvéért feltessziik, hogy a konfiguraciok
szama legfeljebb 2™ és hogy pontosan egy elfogadd
konfiguracio van.
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Minden konfiguraciot kodoljunk egy n hossz( bitsorozattal.
Legyen

UT(a, b, i)
akkor és csakis akkor, ha a-bol elérhetd a b legfeljebb 2' hossz(

aton.
Megmutatjuk, hogyan lehet felirni olyan

Ui(A B)

formulataz A= {ay,...,ax}, B={b1,...,bx} szabad
valtozokkal, hogy v; akkor és csakis akkor igaz a valtozok
valamely kiértékelése mellett, ha a valtozok értékei olyan a, b
konfiguraciokat kodolnak, hogy UT(a, b, i) teljesiil.

lgy x € L < ¢«(A, B) igaz, amikor A helyébe a kezd6
konfiguraciot, B helyébe az elfogad6 konfiguraciot kodolo
kiértékelést helyettesitjik.

A formulak logaritmikus tarral elkészithet6k lesznek.
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A konstrukcio

Uo(A, B): azt fejezi ki, hogy minden i-re g = b; vagy a B
konfiguracio egy Iépésben kovetkezik A-bol.

Megadhatd O(n?) hosszl kvantifikalt formulaval, aminek a
magja diszjunktiv normalalaka.

Yira(A B) : 3Z(i(A Z) Ai(Z,B)).
A formulak exponencialisan hosszlak lesznek!
Yiy1(A, B):
FZIYXVY (X =AAY =2Z)V (X=ZAY =B)) = ¢i(X,Y)).
i kvantorai el6ére hozhatdéak. A mag diszjunktiv normalformaja
i magjanak normalformaja, plusz egy O(n%) hossz( tag.
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Most egy Osszefliggést igazolunk az alternalé polinom id6 és a
polinomialis tar kozott.
Mar definialtuk az AP = ATIME (n*) osztalyt.

Tétel
A QSAT probléma AP-teljes.

Bizonyitas

A QSAT € AP bizonyitasahoz: egy alternal6 Turing-gép egymas
utan megsejti az xi, Xp, . . . valtozok értékét, az
egzisztencialisan kvantifikalt valtozokét Kyagy allapotban, az
univerzalisan kvantifikalt valtozokét K¢ allapotban. Végul
ellen6rzi, hogy a megtalalt kiértékelés kielégiti-e a formula
magjat.

Id6igény: polinomialis.
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Teljesség

A Cook-tétel bizonyitasanak valtozata. A nemdeterminisztikus
valasztasokhoz tartoz6 valtozokat lekotjuk 3 vagy V kvantorral
aszerint, hogy az allapot a Kyagy vagy Kgg halmazba esik-e.
Feltehetd, hogy csak alternalnak — minden masodik azonosan
kvantifikalt.

Kovetkezmény

AP = PSPACE.

Bizonyitas

Mindkét osztaly zart a visszavezetésre és QSAT mindkettében
teljes.
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Kétszemélyes jatékok

A QSAT felfoghat6 kétszemélyes jatékkent:
» Jatékosok: 3, V
» Lépések felvaltva: x; értéke, x, értéke, ...
» Jcélja: kielégiteni a formula magjat
» V célja: hamissa tenni
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FOLDRAJZI JATEK
Adott: G = (V, E) iranyitott graf, 1 kezd6cslcs.
Kérdés: Az |. jatékos nyer-e az alabbi jatékban?
» Az |. jatékos kezd az 1 cslics megnevezésével.

» Minden lIépésben minden jatékosnak egy olyan cslcsot
kell valasztani, amely még nem szerepelt, €s amelybe
vezet él az el6z6leg megnevezett cstcsbol.

» Egy jatékos veszit, ha végul nem tud ilyen csltcsot
megnevezni.
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Allitas o
A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-ben van.
Bizonyitas
» A lépéssorozatok hossza a bemenet méretében
polinomialis.
» Létezik olyan polinom tarigény( algoritmus, mely adott

allasra megkonstrualja az allas rakovetkezdit, vagy ha ilyen
nincs, eldonti, melyik jatékos nyert.

Minden ilyen kétszemélyes jaték PSPACE-ben van:
» Polinom tarral elkészitjuk az adott jaték fajat.
» Mélységgel aranyos tarral eldontjuk, kinek van nyer6
stratégiaja.
A két algoritmus 0sszetehetd: polinom tarkorlat.
Allitas o
A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-teljes.
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AIXVYFVU(Y V =X) A (YV 2) A (my V U) A (=X V —y)
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Py

» Az elsd jatékos donti el az egzisztencialisan, a masodik az
univerzalisan kvantifikalt valtozo értékét, mely a cimkével
ellentétes.

» A masodik jatékos valaszt egy tagot.

» Az elsé jatékos akkor és csak akkor nyer, ha a tag

s

valamely literalja igaz (visszavezetd €l valaszthato).

» Mivel ez minden tagra igaz, az els6 jatékos nyer < a
formula igaz
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HELYBEN ELFOGADAS
Adott: M determinisztikus Turing-gép és x bemend sz6.

Kérdés: Elfogadja-e M az x-et (gy, hogy szava valamikor is
hosszabb lenne, mint |x| + 1?

Tétel
A HELYBEN ELFOGADAS probléma PSPACE-teljes.

REGULARIS KIFEJEZESEK EKVIVALENCIAJA
Adott: Két regularis kifejezés.
Kérdés: Ugyanazt a nyelvet jelolik-e?

Tétel

A REGULARIS KIFEJEZESEK EKVIVALENCIAJA probléma
PSPACE-teljes.

Bonyolultsagelmélet 167 /184



VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCI AJA
Adott: M; és M, véges nemdeterminisztikus automatak.
Kérdés: M; és M, ekvivalensek-e?

Tétel

A VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCI AJA probléma
PSPACE-teljes.
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Tal a PSPACE osztalyon

Definicio
EXP = TIME(2")
NEXP = NTIME (2")

Vilagos, hogy EXP C NEXP és tudjuk, hogy PSPACE C EXP.
Nem ismert, hogy az EXP és NEXP osztalyok megegyeznek-e.

Tétel
Ha P = NP, akkor EXP = NEXP.
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Grafok tomor reprezentacioja
» G=(V,E),V={0,1,...,2"— 1}
» Megadhato egy f (X, ¥), 2m-valtozos Boole-fliggvénnyel.

» Az f megadhat6 egy 2m bemeneti kapuval rendelkez6
hal6zattal.

Hal6zatok hasonl6 modszerrel megadhatok tomoren.
Tétel )

ATOMOR HAMILTON-UT és

TOMOR HAL OZAT-KIEL EGITHETOSEG problémak
NEXP-teljesek.

Tétel
A TOMOR HAL OZAT-KI ERTEKELESprobléma EXP-teljes.
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Definicio
EXPSPACE = SPACH2™)

Vilagos, hogy NEXP C EXPSPACE.

Tétel

Az alabbi probléma EXPSPACE-teljes: adott két regularis
kifejezés, melyekben négyzetreemelés is szerepelhet,
ekvivalensek-e a kifejezések?
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Randomizalt szamitasok

PAROSTAS
Adott: G = (U, V, E) paros graf, ahol
U=A{ug,...,un}, V=Avi,...,vn}, ECU XV

Kérdés: Létezik-e teljes parositas, azaz olyan M C E
halmaz, hogy

Vuialy, (U,vj)) e M
w3y (Ui,vj) € M?
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Szimbolikus determinans
Legyen A® az az n x n-es matrix, melynek (i, j)-dik eleme az Xi j
valtozo, ha (u;,v;) € E, O kilonben.

ﬁ"c:z?(i‘;) szimbolikus determinans akkor és csakis akkor nem
nulla, ha létezik teljes parositas.
Bizonyitas

> delA®) = Yo(r) iﬁl AS .

> ilﬂllAi(’;Tr(i) £ 0 < 7 teljes parositas.

n
> T AT, #£0 = .HlAi(,;m(i) tartalmaz olyan valtozot, mely
i=

n
” G
nem fordul el6 i1;[1,6\i77r2(i)—ben.
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Lemma

Legyen 7 (X, ..., Xn) adott mvaltozés, nem azonosan nulla,
minden valtozo6jaban legfeljebb d-ed fokl polinom, és legyen
M > 0. Ekkor azon (x1,...,Xn) € {0,1,...,M — 1}™ rendezett
m-esek szama, melyekre 7(xy, .. ., Xm) = 0, legfeljebb mdvi™—1,

Bizonyitas
m szerinti teljes indukcioval.
m = 1. Legfeljebb d zérushely.
m > 1: Legyen
(X1, ..oy Xm) = Po(X,... ,Xm_]_)Xfrn + p1(Xq, ... ,Xm_l)X:n_l +
e P (X, Xme1)-
Tegyuk fel, hogy (x1,...,xm) € {0,1,...,M — 1}™ melyre
(X1, ..., Xm) = 0.

(@ po(X1,...,Xn-1) =0 = (Mm—1)dM™2.M
(0) po(X1,- .., %m-1) #0 = dm"1

Osszesen; mdM™-1,
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Kovetkezmény

o

Az el6z06 feltételek esetén, ha M = 2més d = 1, akkor azon

(X1,...,%m) € {0,1,...,M — 1} rendezett m-esek szama,
melyekre (1, ..., %n) = 0, legfeliebb M™, azaz az 6sszes
m-esek fele.

Randomizalt algoritmus PAROSTAS-ra
1. Valasszunk véletlenszerlien iy, ..., im egész szamokat a
{0,1,...,2m— 1} halmazbdl, ahol maz élek szama.

2. Szamitsuk ki Gauss eliminacioval a detAS(iy, . .. ,im))
értéket.

3. Ha ez nem 0, akkor a valasz igen létezik teljes parositas.

4. Kuldnben a valasz nem G-ben (valoszinileg) nem létezik
teljes parositas.
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Megjegyzés
» Igenvalasz sohasem téves.
» Nemvélasz esetén a tévedés valdszinlisége < 1/2.
» gy k-szori megismétlés esetén nemvalasz esetén a
tévedés valoszinlisége < 1/2¢.
» Polinom id6igény.
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A ,,Fermat préba”

Tétel
Tegyuk fel, hogy p primszam és 0 < a < p egész. Ekkor

a1 =1modp.
Hipotézis
Ha n > 1 nem primszam, akkor a nemnulla a maradékok
legalabb felére igaz, hogy

a" 1 1modn.

Adobdna egy randomizalt polinomidejd algoritmus az

OSSZETETT-SAM = PRIMEK
problémara.
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A ,,Fermat préba”

Adott n > 2 esetén:
1. Valasszunk ki egy a # 0 véletlen maradékot.
2. Ha a" ! # 1 mod n, akkor n Gsszetett szam.
3. Ellenkez6 esetben n valoszindleg prim.

Téves (negativ) valasz valoszinlisége < 1/2, k-szori ismétlés
utan pedig legfeljebb 1/2%.

De a HIPOTEZIS nem igaz. . .
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Legendre-szimbolum

Definicio
Legyen p paratlan primszam, az a pedig p nemnulla maradéka.
Ekkor az

(alp) = a®H/2mod p
kifejezést az a és p Legendre-szimbolumanak nevezziik.
Allitas
(@alpe{p-11} (@lp) e{-1,1})
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Legendre-szimbolum

Definicio
Legyenek M, N relativ primek, N paratlan. Legyen N =q; . . . Ok,
ahol minden g prim. Ekkor

k

MIN) = []M | a).

i=1

Tétel
Ha N paratlan dsszetett szam, akkor az N-nel relativ prim
M < N szamok legalabb felére teljesul, hogy

(M |N) # MN-D/2mod N.
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Az algoritmus

Adott N > 1 paratlan egész.

1.

Generaljunk 1 és N — 1 kozott egy véletlen egész szamot,
legyen ez M.

. Szamoljuk ki (M, N) értékét.

Ha (M,N) > 1, akkor a valasz igert N dsszetett szam.

. Ellenkezé esetben szamitsuk ki (M | N) és M(N-1/2 mod N

értékét, majd hasonlitsuk 6ssze a két eredményt.
» Ha nem egyeznek meg, a valasz ismét igert N dsszetett
szam.
» Ellenkezd esetben a valasz nem N val6szinileg prim.
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Definicio

Legyen L nyelv L-hez tartozo6 polinom idejli, Monte-Carlo tipus
Turing-gép olyan pontos, nemdeterminisztikus, p(n) polinom
idejd Turing-gép, melynek minden nem végso
konfiguraciojaban pontosan két nemdeterminisztikus
valasztasa van, és amelyikre teljesul:

» X € L esetén a szamitasi sorozatok legalabb fele ,,igen”
valasszal végzédik.

» x ¢ L esetén minden szamitasi sorozat ,,nem” valasszal
végzodik.

Definicio
RP: polinom idejli, Monte-Carlo tipust Turing-géppel
elddnthet6 nyelvek.
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Allitas
P C RP C NP.

Kovetkezmény

P C coRP C coNP.
Definicio

ZPP = RPN coRP.

Polinom idejli, Las Vegas-algoritmussal (Turing-géppel)
eldonthet6 nyelvek, ill. problémak.

Ha egy ilyen algoritmust k-szor figgetlenul végrehajtunk, annak
valoszinlisége, hogy nem kapunk végleges valaszt, legfeljebb
1/2K,
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