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Bevezetés

Kiszamithatdsdg elmélet 1930-as évek kozepétol

Mely feladatok oldhaték meg algoritmikusan (=szamitégéppel)?

Bonyolultsagelmélet 1970-es évek elejétol
Mely feladatokat lehet hatékonyan megoldani szamitogéppel?

Hogyan lehet a szamitégéppel megoldhato feladatokat osztalyozni a megoldasukhoz
szitkséges eroforrasok mennyisége szerint?

Automatdak és formaélis nyelvek
elmélete 1950-es évek kozepétol

Alapul szolgél a fenti két tertilethez de szamos egyéb alkalmazasi tertilete is van:

forditéprogramok, szerkesztok, logika és programozasi logikak, szekvencidlis
aramkorok, idegi folyamatok modellezése, mesterséges intelligencia,. . .
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Bevezetés

Automatdk és formalis nyelvek
Véges automatak és regularis nyelvek
Veremautomatak és kornyezetfiiggetlen nyelvek

Chomsky-féle hierarchia

Kiszamithatésag elmélet
Turing-gépek és a Church—Turing tézis
Eldonthetd nyelvek és rekurzivan felsorolhaté nyelvek
A megallasi probléma eldonthetetlensége

Egyéb algoritmikusan megoldhatatlan problémék

Bonyolultsagelmélet
Bonyolultsagi osztalyok
A P és NP osztalyok
Visszavezetés és NP-teljes problémak

PSPACE, L, NL
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Szavak és nyelvek

Definicié (Szavak) Legyen 3 véges nemiires halmaz. >-feletti szon a 3 elemeibél (betiiib6l)
képzett véges sorozatot értiink:

wW=Wy...wW,, wW; €3, t1=1,...,mn

Az n nemnegativ egész szamot a w 520 hosszanak nevezziik. Jelolés: |w|. A 0 hosszisagui sz6t
az lires szonak nevezziik, jelolése e.

Pidda ¥ = {0,1}
w = 01001 |w| = 5
w' = 000=0% |w| = 3

Jelolés 37* jeloli a X feletti szavak halmazat.
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Szavak és nyelvek

Definicié (Nyelv) >-feletti nyelven a 3* egy részhalmazat értjiik.

Példa = = {0,1}

Véges nyelvek:
{0,01,001}, {e}, {e,10}, @

Végtelen nyelvek:

¥*, {0"1™ :n,m >0}, {0"1™:n > 0}
{w e X* : |lw|p = |w|:}, {0™1™0"T™ : n,m > 0},

{0P : p primszam}

Itt |w|o a w-ben eléforduld 0-ak szdma.
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Véges automatak

Definicié (Véges automata)
(Qa Ea 69 qo, F)

Q : allapotok véges, nemiires halmaza

3 : bemenod jelek (betiik) véges, nemiires halmaza

0:Q XX — Q: atmenetl fliggvény

go € Q : kezdoallapot

F C : végallapotok halmaza
= O

Dr. Esik Zolt4n
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Véges automatak

1

Q= {(I1a qz2, Q3}

> = {0,1}
0:
q1 | q1 g2
q2 | 43 Qg2
g3 | 92 q2

Kezdoallapot: g1

F = {qg2}

Véges automatak dbrazoldsa iranyitott, cimkézett graffal (dtmeneti diagram)

0
() o
e L G
0,1

Dr. Esik Zolt4n
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Véges automatak

0
() 1
e a0

0
Q= {(IOa Q1}
¥ ={0,1}
d:
do |90 q1
d1 190 q1
Kezddallapot: qo
Végallapothalmaz: F = {qo}
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Véges automatak
0
!
A Cae!
1

Q - {qu ql}
3 ={0,1}
0:
do |90 41
d1 |41 9o

Kezddallapot: qo

F = {qo}

Dr. Esik Zolt4n
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Véges automatak

Altaldanositas

Legyen n > 1.

Q=1{q0,---,qn-1}

¥ =4{0,1} \O
5(Qi,j) = 4qi+jmodn 1< 1
Kezdoéallapot: qq

F = {CIO}
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Véges automatak

Definicié (szamitasi sorozat) Legyen M = (Q, 3,4, qo, F') véges automata, ¢ € Q, w =
wy...w, € X* (w; € ¥,i2=1,...,n). Azt mondjuk, hogy egy

ToyT1yeeeyTn
allapotsorozat az M @-bol indul6 szamitasi sorozata a w szén, ha
1. g =¢q

2.7, =0(ri—,w;)) t=1,...,m

Sikeres az rgyT1y. .., Ty, szamitasi sorozat, ha r, € F. Azt mondjuk, hogy M elfo-
cadja a w szot, ha létezik a qo kezdoallapotbol indulé sikeres szamitasi sorozata a w szon.
Végiil az M altal felismert nyelv: L(M) = {w € ¥* : M elfogadja w-t}.
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Felismerhet6 nyelvek

Definicié Egy L C ¥* nyelvet felismerhetonek neveziink, ha létezik olyan M véges automata,
mely L-et felismeri: L = L(M).
Példa ¥ = {0,1}

o {w € ¥* : w utolsé betiije 1} = {ul : u € ¥*}

o {we ¥X*: |w|; =0 mod 2}

e {w € ¥*: 00 és 11 nem fordulnak el6 rész-széként w-ben}

felismerhet6 nyelvek.

Példa {0™1™ : n > 0} nem felismerhetd
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3* mint monoid

3* mint monoid:
U,V E X", U=1Uj...Up,V = V1...Vm Kkonkatenacié

UV =Up...UpV1...Vy muvelete
Tulajdonsagok:
(w-v)-w = u-(v-w) (asszociativitas)
u-€ = u (e egységelem)
E-u = u

Az u - v helyett dltalaban wv-t frunk.
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Miiveletek nyelveken

Legyenek Lq, Lo € X%,

LiUL, = {wé€X*:w¢€ Lyvagyw € Ly} halmaBzelrIleletl
LiNL, = {weX*:w€ Lyésw € Ly} F?igy 0ole-
L = {fweX:w¢glL e
! { L} miuveletek
L,-Ly = {uv:ué€ Ly,v € Ly} konkatendcid
Ly = {ui...up:n >0,u1,...,u, € L1} (Kleene) iteracio
L, - Ly helyett altalaban Lq Lo-t irunk.
Regularis miiveletek:
egyesités, konkatenacio, iteracié
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Miiveletek nyelveken
Példa
e {01,10} - {00,11} = {0100,0111, 1000, 1011}

e {01}* = {(01)™ : n > 0} = {w : 00 és 11 nem rész-szavak,
ha w # e akkor els6 betiije O
utolsé betiije 1}

e {1,}{01}*{0,e} = {w : 00 és 11 nem rész-szavak }

Megjegyzés

e ¥ felfoghaté a X* részhalmazaként, igy alkalmazhaté ra az iteracié miivelete, melynek
eredménye a X-feletti Osszes szavak halmaza.

. o7 = {e}
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Miiveletek nyelveken

Néhany azonossag:

L1U(L2UL3):(L1UL2)UL3 Ll'(Lz'Lg):(Ll'L2)'L3

L1UL2:L2UL1 L'{E}:L
LUL=L {e}-L=L
LuUug=1L L-g=go

g-L=g

L1 . (L2 U L3) - (Ll . L2) U (Ll . L3)
(LiULy) - Ly = (Ly-Ls)U (Ly- Ls)
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Miiveletek nyelveken

(L, U Ly)* = (Lt Ly)*L?
(Ll . L2)* {E} U Ll(L2 . Ll)*Lz
L* = (L")*({e}ULU...UL™") (n>2)

Rovidités:

LT = L-L*=L*-L

L™ = L....-L (n-szer), L°={e}
Allitas

L* e UnZOLn , * +

Lt = UpoiL" tehat L* = LT U {e}
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Regularis nyelvek

Definicié Egy L C 3* nyelvet regularisnak neveziink, ha eloall az
o, {a} (ae€X)

nyelvekbdl a harom reguldris miivelet véges sokszori alkalmazasaval.

Tétel (Kleene) Egy nyelv akkor és csak akkor felismerhetd, ha reguldris.
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I
Allitas A felismerhetd nyelvek zartak a hamazelméleti miveletekre:
L felismerheté = L felismerhetd

Ly, Ly felismerhetéek = Ly U Ly, L1 N Lo felismerhetéek.

Bizonyitas

Komplementerképzés:
L=L(M),M =(Q,%,6,qo, F)
Legyen M = (Q,%,8,q0, F), F=Q — F.
Ekkor
L(M) = T.
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I
Egyesités és metszetképzés:
Li = L(M;), M;=(Qi,%,8;,q;F;), i=1,2
Legyen @ = Q1 X Q2
0:Q XX —Q, ((s1,82),a) = (61(s1,a),02(s2,a))
$1 € Q1, $2 € Q2, a € X

qo = (q1, q2)
F,=F1 X Q2UQ1 X F;
Fr =F, X F,
M, = (Q, %, 6, qo, FL) Mn = (Q, %, 4, qo, 1)
Ekkor:
L(My) =L, UL, L(M~)=L,NLy
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Véges nemdeterminisztikus automata

Véges nemdeterminisztikus automata:
e adott dllapotbdl adott jel hatasara tobb (esetleg 0) dllapotba is atmehet,

e iires szo hatasara is allapotot valthat.

Példa 0,1
—qo 1 q1 0.e q2 L @
Q= {(IOaQ1aQ2aQ3} 5 0 1 c
¥ ={0,1} 9 | {20} | {q0,a0:} | @
q: | {q2} ) {a:2}
kezdoallapot: qq g:| © {qs} o
qs | < 1%} 1%}

végallapotok: qs
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Véges nemdeterminisztikus automata

Definicié6 Véges nemdeterminisztikus (fires dtmenetekkel ellatott) automata:
(Q,%,6,q0, F)

rendszer, ahol Q, ¥, qo, F' ugyanazok, mint véges automatdban, tovabba
6:Q xX. — P(Q)

leképezés, ahol
Y. =Y U{e}
P(Q)={Q" : Q" C Q} (Q hatvanyhalmaza)
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Véges nemdeterminisztikus automata

Definicié (szémitési sorozat) Legyen M = (Q, X, d, qo, F') véges nemdeterminisztikus au-
tomata, w € X*,q € Q. Azt mondjuk, hogy egy

T0yT1ye ey Ty (1> 0)
allapotsorozat az M @-bol induld szamitasi sorozata a w szén, ha w felirhaté
W=Wy...Wp, wW; €X,y, t1=1,...,M

alakban 1ugy, hogy '

ro=¢qésr; €0(ri_1,w;)) it=1,...,n.
Sikeres az roy r1y ... 5 Ty Szamitasi sorozat, ha r, € F. Tovabba M clfogadja a w szot, ha
létezik a qo kezdodallapotbdl indulé sikeres szamitasi sorozata a w széon. Végil az M altal
felismert nyelv: L(M) = {w € ¥* : M elfogadja w-t}
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Véges nemdeterminisztikus automata

Példa (A korabban definidlt automatéra)

Felismert nyelv: {u € {0,1}* : u 101-re vagy
11-re végzodik}

Szamitasi sorozatok a
w = 1101 szon:

4o+ 4905905905 90

4o, 405 905 905 g1

dos 405 905905 q15 g2

dos 490591592593
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Véges nemdeterminisztikus automata

Tétel Minden véges nemdeterminisztikus automataval felismerheté nyelv felismerheté véges
automataval

Bizonyitds M = (Q, %, d, qo, F') véges nemdeterminisztikus automata.

X CQ: X={s:3q € X melyre létezik olyan g-bol
indul6 szamitasi sorozat az € széra, mely
s-ben végzédik }

={s:3Irg,r15...,7n,n > 0,179 € X,

r; € 0(ri_1,€),i=1,...,n,7r, = s}

X az X e-lezartja.
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Véges nemdeterminisztikus automata

M' = P(M) = (P(Q),%,d',Qo, F)

§:PQ)xE— PQ) §(X,a)=Y,Y = Uyxd(q,a)
Qo = {40}
F={XCQ: XNF#o}
Ekkor
L(M’) = L(M).

|P(Q)| = 2!9l. Elegendé azonban M’ | isszefiiged részét” venni.
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Véges nemdeterminisztikus automata

Példa (A korabbi véges nemdeterminisztikus automata determinizaldsa)

0
Q 1
qo {(IO, Q1aq2}
0
0
{40, q1,
{q07q2} q2, (I3} 1
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Véges nemdeterminisztikus automata

Allitds Adott m > 1 esetén legyen L, = {0,1}*-{1}-{0,1}" ' = {w € {0,1}* : |w| >
n és w hatulrdl n-ik jele 1}.

Ekkor L,, felismerhet6 m + 1 allapoti nemdeterminisztikus automataval, de minden L,,-et
felismeré (determinisztikus) automaténak legaldbb 2™ allapota van.

Bizonyitas

_}Q 1, 01 01 0,1 .

felismeri L,,-¢t.
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Véges nemdeterminisztikus automata

Tegyiik fel, hogy M = (Q,{0,1}, 6, qo, F') véges (determinisztikus) automata mely felismeri
L,,-et. Minden u € {0, 1} széra jeldlje gou azt az allapotot, melyre a go-bdl indulé szamitasi
sorozat végzodik az w szom.

Ha u # v m-hosszi szavak {0, 1}*-ban, akkor gou # qov.

x 0 Yy
u . .
lyl=1y|=n—-i-1
v xz’ 1 y’
Ha gou = qov, akkor gou0* = qov0?, igy
u0® € L,, & v0* € L, cllentmondas.
= 1Q| > 2n.
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai 11

Allitas A felismerhets nyelvek osztdlya zért a konkatendcidra:

Ly, Ly felismerhetok = L, - Loy felismerhet6

Bizonyitéas M; = (Qi, %, 0;,q:, F;) i=1,2
A’l' E 8' "l Ggl QiNQ:=9 L(M;)=L;
e Mz My - My = (Q1U Q2,%, 9, q1, F)
O
T e [ ,a ,a # €
H : j?[ %]’ d(q,a) = 51(3,0,) U {g2} Z € Fi,a =c
M, - M; d2(q, a) q € Q2

L(M1 ° Mz) = L1 ° L2
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai 11

Allitds A felismerhetd nyelvek osztalya zért a Kleene-féle iterdcidra:

L felismerhet6 => L™ felismerhetd

Bizonyitas M = (Q,5,6,q0, F) L(M) =1L
@ *
] © M* = (Q U {SO}’ Eaé*a so, U {SO})
M d(q,a) qEQésqgF
(q,a) gEFésa#e
- g 6.(g,a) ={ d(ga)U{q} g€ Fésa=c¢
‘ 6@| {q0} gq=5Spésa—=¢
%] q==5SpésaFe

L(M*) = L*
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai 11

Megjegyzés Nemdeterminisztikus automatakat felhasznalva 1j, egyszertiibb bizonyitas adhato
arra, hogy a felismerheto nyelvek zartak az egyesitésre.

M1:

®
e B
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Regularis kifejezések

Definicié Legyen ¥ véges, nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy R reguliris kifejezés (X felett),
ha:

1. R = a valamely a € ¥-ra, és ekkor R az {a} nyelvet jeldli, vagy

2. R = @ és ekkor R az & nyelvet jeloli, vagy

3. R = (R; + R3) és ekkor R az Ry és Ry éltal jelolt nyelvek egyesitését jeloli, vagy

4. R = (Ry - R») és ekkor R az R, és R, altal jelolt nyelvek konkatendaciéjat jeloli, vagy
5. R = (RY) és ekkor R az R, &ltal jelolt nyelv iterdciéjat jeloli,

ahol R, Ry reguldris kifejezések.
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Regularis kifejezések

Megjegyzés A felesleges zardjeleket elhagyjuk és megegyeziink abban, hogy * er6sebben kot,
mint -, ami erésebben kot, mint 4. A - jelet altaldban elhagyjuk. Rovidités: @* helyett e-t
irunk.

Példa
e 0(01+10)1+¢  {e,0011,0101}
e 0(0+ 1) 1 {w : w 0-val kezdédik, 1-el végzodik}
e (0+¢)(10)*(1+¢e) {w: 00 és 11 nem rész-szavak }
o (0%)* {w : w péros hosszt és
csak O-t tartalmaz}
e (0*10*1)*0* {w : w pdros sok 1-est tartalmaz}

Allitas Egy L C ¥* nyelv akkor és csakis akkor regularis, ha jelélheto regularis kifejezéssel:
L = |R| valamely R reguldris kifejezésre.
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Kleene tétele

Allitds Minden regularis nyelv felismerhet6

Bizonyitds Legyen R egy X feletti regularis kifejezés. Az R felépitése szerinti indukciéval
igazoljuk, hogy |R| C X* felismerhetd.

e R=a,acX EIRLINIO,

e R=U — .

e R=(R,+ Ry;) Ekkor |R| = |R;|U |Rs| és az allitas
kovetkezik az indukcids feltevésbdl és
abbdl, hogy a felismerheto nyelvek

zartak az egyesitésre.

e R=(R;,-R;) Indukciés feltevés + konkatendciéra
val6 zéartsag.

e R=(Ry) Indukcids feltevés + iterdciéra vald
zartsag.
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Kleene tétele

Lemma Minden felismerhet6 nyelv felismerheto olyan véges nemdeterminisztikus automatéaval,
melynek pontosan egy végéllapota van, a végéallapotbdl nem indul atmenet, a kezddéallapotba
nem vezet atmenet, tovabba a kezdoallapot kiilonbozik a végallapottol:

M = (Q, E, 6, qdo, {qf})
6(qf’a,) =J a¢& 25

g € 6(g,a) qE€Q,acX,

Bizonyitas
BNO) c €
o |
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Kleene tétele

A tovabbiakban olyan véges irdnyitott grafokat fogunk tekinteni, melyeknek:
1. Ki van jeldlve egy qq ,,bemend” csticsa.
2. Ki van jelolve egy g5 , kimend” csticsa, go 7# qy.
3. go-ba nem vezet él és gqg-bdl nem indul él,
4. ettol eltekintve barmely két qq, g2 csticsra pontosan egy qq-bol gz-be vezeto él van.
5. Minden él egy regularis kifejezéssel van cimkézve.

A példédkban nem tiintetjik fel az @-zal cimkézett éleket. A go-t6l és g¢-t6l kiilonbozd cstcsokat
belso csticsoknak nevezziik.
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Kleene tétele

Allitdés Minden felismerheté nyelv regularis.

Bizonyitdas Legyen L = L(M), M = (Q, X, 9, qo, {qs}) mint az el6z6 lemmaban.

o M-et felfoghatjuk gy, mint cimkézett iranyitott grafot. Adott q,q’-re (¢ # q¢,q" #
Qo) a ¢ — q’ él cimkdje:
Y(a: ¢ €46(q,a))

e Ha a grafnak nincs belso csucsa, a gg — gy €l cimkéje olyan reguldris kifejezés, mely
az L-et jeloli.
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Kleene tétele

e Redukcids 1épés. Ha a bels6 cstuicsok szama pozitiv, akkor 1-gyel csokkentjiik ezek szamat
mindaddig, amig van bels6 cstucs. Legyen s belso cstics.

’ Rqq + (Rqs) : (Rss)* . (qu'),
q q

qu'

Tehat: elhagyjuk az s csticsot, és minden q, ¢’-re (@ # q5,q’ # Qo) a q q' cimkéjét
qu/-r()'l qu' + (Rqs) : (RSS)* : (qul)_re

valtoztatjuk.
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Kleene tétele

Indukciéval bizonyithaté: Minden 1épésben egy q — q’ él cimkéje azt a nyelvet jeloli, mely
az Osszes olyan szobol all, amely mentén g-bdl el lehet q’-be jutni gy, hogy minden kozbiilsé

allapot mar korabban elhagyott.

Megjegyzés Az eljaras gyorsithaté azzal, hogy kezdetben elhagyjuk az 6sszes olyan csticsot,

1. amely nem érheto el go-bdl, vagy

2. amelybdl nem érhet6 el gy.

Dr. Esik Zoltan
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Kleene tétele

bb

bb+ (a + ba)(b + aa)*ab

a(b -I;aq)* 4 (b+ a(b+ aa)*ab)(bb + (a + ba)(b + aa)*ab)* (e + (a + ba)(lé-l- aa)”)

Dr. Esik Zoltan
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Regularis nyelvek pumpalé lemmaja

Minden L C X* reguléaris nyelvhez létezik olyan p szam, hogy valahanyszor az u € L sz6
hossza > p, u felirhaté
u = xYz

alakban 1ugy, hogy

1. zy*z € L minden 7 > 0 szémra,
2. lyl >0,

3. |lzy| < p.
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Regularis nyelvek pumpalé lemmaja
Bizonyitds L = L(M) M = (Q,X,9,qo, F) véges automata.
Legyen p = |Q|. Hau € ¥*,|u|] > p és u € L, akkor a go-bdl indulé qo, q1s---5qn
szamitasi sorozatra az u szoén teljesiil, hogy:
L |uf=n>p,
2. q, € F,
3. 3,4, 0<i<j<p, a@=dq:

Legyen ® az w t hosszu kezdoOszelete, y az x-et kovetd 7 — ¢ hosszi rész-sz6, z az un — j
hosszu zarészelete. Ekkor az uw = axyz felbontasra teljesiilnek a Lemma allitasai.
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Regularis nyelvek pumpalé lemmaja

Példa Az L = {0™1™ : n > 0} C {0, 1}* nyelv nem reguldris.

Bizonyitas Belatjuk, hogy

Vp Ju€ L,|ul>p Vz,y,z
w=uwyz, |eyl<p, |y|>0 = 3Ji zy’z¢L.

Legyen p tetszoleges. Tekintsiik az w = OP1P szot. Tfh. «,y, z olyan szavak, melyekre
u = zyz,|ry| < pésy > 0. Ekkor xzy csupa 0-bdl dll, és y tartalmaz legalabb egy 0-At.
Ha tehét 4 #£ 1, akkor az xy’z széban a 0-4k szdma kiilonbozik az 1-ek szamatdl, tehat 4 #£ 1
esetén xzytz & L.
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Kornyezetfiuggetlen nyelvtanok

Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok: Chomsky, ~ 1960

Természetes nyelvek struktiraja

Programozéasi nyelvek

Nyelvek rekurziv megadasa:
L ={0"1":n > 0}
ecc L
e u€L=0uleclL
L={uec {(,)}*: uhelyesen zardjelezett}
ecc L

euc L= (u)€eL

e u,v € L= uv € L.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

S € V a kezddszimbolum.

R: A — w alaku szabalyok véges halmaza, ahol

Definicié Kornyezetfiiggetlen nyelvtan egy G = (V, 3, R, S) rendszer, ahol
V véges nemiires halmaz: valtozok vagy nemterminalisok halmaza

3} véges nemiires halmaz: termindlisok halmaza, V NY = @

AeV,we (VUL

Dr. Esik Zoltan
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Példa

S — e

1
S, 081 (S —081]¢)

vV ={S}, ¥ ={0,1},
R={S — ¢S — 0S1},
S = 051 = 00511 = 0005111 = 000111

S
RN
0 S 1
PN
0 S 1
N
0o S 1

|
€

kezd6szimbolum: S

derivacid

derivacios fa

Dr. Esik Zolt4n
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
Definicié Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, u,v € (V U X)*.

1. Azt mondjuk, hogy w kozvetleniil derivalja a v szdt, u = v, ha létezik az u = w1 Aus
és v = ujwus felbontas ugy, hogy A — w € R.

2. Egy ug, u1y...,u, (1 > 0) sorozatot a v sz0 u-bol vald derivacidjanak neveziink, ha

Ug = Uy Uy = V

Uj—1 = U; ’l::].,...,’l’L

3. Azt mondjuk, hogy a v derivalhato vagy levezethetd w-bol, ha létezik a v-nek u-bdl vald
derivécidja: u =* v.

4. A G altal generalt nyelv:

L(G) = {weX*: 8 =" w}
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Kornyezetfiuggetlen nyelvtanok
Példa

S — 8S[(S)|e
S = 85=(5)S=((5)S=(0)S= (0)S) = ()0

S/S\s
Nl T
¢ s ¢ s
T |
CF :
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Példa
K
K—>K+T|T Ilf + '—lr
T —->TxF|F T F
F— (K)|a | |
F a
K = K+T = T+T N
= F+T = (K)+T o)
= (I)+T = (T'«xF)+T T
= (F«xF)+T = (Fxa)+T T/I\F
= (F+a)+F = (axa)+ F | * |
= (a*a)+a F a
|
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Derivacios fak

Definicié Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. G feletti derivicios fa olyan
véges, iranyitott, rendezett fa, mely csicsai a V' U X U {e} halmaz elemeivel cimkézettek tgy,
hogy valahdnyszor egy cstcs és leszdrmazottainak cimkéi rendre X, Xq,...,X,, (n > 1),
mindannyiszor X — X;...X,, € R. Tovabba minden levél cimkéje az {e} U X halmazban
van, és ha egy csucs valamely leszarmazottja e-nal cimkézett, akkor a csiucsnak egyetlen
leszarmazottja van.

Ha a gyokér cimkéje X, akkor azt mondjuk, hogy a derivacios fa X-bol indul.

A derivacios fa leveleinek, illetve a levelek cimkéinek sorozata a derivicios fa hatara. Ez egy
3 *-beli sz6.
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Derivacios fak

Allités Ha X =* u € 3, akkor létezik olyan X-bdl indulé derivacids fa, mely hatara w.

Bizonyités (vazlat)

X=vy=>v1=>...=> v, =u.

n = 0. Ekkor X =u € ¥ U {e}. ‘u

n > 0. Legyen v1 = X7 ...X,,. Ekkor u felbonthaté u; ...wu,, alakban tugy,
hogy minden z-re X; =* u; kevesebb, mint n lépésben.

fgy léteznek & derivacios fak.

Ezek felhaszngliéséval: X
X, m
uy Uz U,
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Derivacios fak
Allitds Ha létezik olyan X-bdl indul6é derivacios fa, melynek hatdara az u € X* sz6, akkor

X =" u.
Bizonyités (vazlat)
A derivaciés fa n mélysége szerinti indukcioval.

n = 0. Ekkor X = u € ¥ U {e}. Nyilvin X =* u.
n > 0. Ekkor a fa X alakn.

Xl e e Xn

U1 U2 Un
Az indukei6s feltevés szerint X; =* ug, 6 = 1,...,n.  lgy X =
Xl---Xn == U1X2...Xn =* U1U2X3...Xn =* ULU2 ... Up =

u.
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Baloldali derivacio

Megjegyzés Az el6z6 konstrukciéval baloldali derivaciohoz jutunk. Azt mondjuk, hogy egy
Ug = U] = «oo = Up

derivacié baloldali, ha minden 2 < m szamra w;4; ugy all el6 az w; szébdl, hogy az u;-ben
elé6fordulo els6 nemterminalist irjuk at. Jobboldali derivaciok hasonléan definidlhatoak.

Baloldali derivécio jelolése:

%
Ug =] UL = - oo =] Upy VAZY Ug = Un
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Derivacios fak és baloldali derivaciok

Kovetkezmény Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. A kovetkezok ekvi-
valensek egy u € X* széra:

1. u € L(G)
2. 8S=7u

3. Létezik olyan S-bdl indulé derivacios fa, melynek hatara w.

Megjegyzés Egy u € X* szénak az S-bol induld derivaciés fai és az S-bdl indulé baloldali
derivacioi kozott kolesondsen egyértelmii kapesolat van. A G = (V, X, R, S) nyelvtant
cgyértelmiinek nevezziik, ha minden w € L(G) szénak pontosan egy S-bél indul baloldali
levezetése (derivacios faja) van.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Definic6 Egy L C X* nyelvet kornyezetfiiggetlennek neveziink, ha létezik olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L = L(G).

Allitds Minden regularis nyelv kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas
Le¥,L=L(M),M = (Q,%,d, qo, F) nemdeterminisztikus véges automata.

G = (Q,EaRa QO)
R={q—aq :q¢ €d(q,a)}U{q—ec:q€F}

Ekkor L = L(G)

A megadott nyelvtan jobblinearis.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Masik bizonyitas

E reg. kifejezés — Gg = (Vg, X, Rg, Sg) nyelvtan

e ac€X G.={S}H2,{S —a},S5); Gy = ({S},%,9,9)

o E:(E1—|—E2) GE:(VEIUVE2U{S},E,RE1URE2U{S—>SEI,S—>
SE, },S) feltessziik, hogy Vg, N Vg, = &,S &€ Vg, U Vg,

® E = (El . Ez) GE = (VEIUVE2U{S}, E,REIUREZU{S — SE1SE2}a S),
Ve, NVe, = 2,8 € Vi, U Vg,

L] E = (El)* GE = (VE1 U {S},E,REI U {S — SSEI,S — E},S),
S & Vg,
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Tétel A kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis miiveletekre.
Bizonyitas Lasd az el6z6 konstrukciokat.

Megjegyzés A kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zartak a komplemens és metszet képzésre.
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Chomsky normalforma

Definici6 Egy G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky normal formaban
adott, ha R minden szabdlya

A — BC vagy A — a alaku,

ahol A, B,C € V,a € X, esetleg az § — e szabaly kivételével, de ekkor S nem fordul el6
egyetlen szabaly jobboldalan sem.

Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv generalhato olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtannal, mely
Chomsky normal forméban adott.

1. € jobboldali szabalyok eliminélasa.

2. Lancszabdlyok eliminalasa.

3. Jobboldalak atalakitédsa.
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Chomsky normalforma
Legyen G = (V, X, R, S).
1.1. Meghatarozzuk azon A € V nemtermindlisok halmazat, amelyekre A =* e.

- Voi={A€eV:A—e€R}

— Mindaddig, amig van olyan A — w szabély, melyre A € V — V és w € V',
legyen Vy := Vo U {A}.

Allitds A € Vo< A =% ¢.

1.2. Elhagyjuk az Osszes A — e alaki szabdlyt, tovdbbd minden A — w, w € (V U
3) T alaku szabalyt helyettesitiink az osszes olyan A — w’ szabély halmazdval, ahol
w’ # e ugy &ll el6 w-bdl, hogy w-ben torliink minden lehetéség szerint néhdany Vip-beli
nemterminalist.
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Chomsky normalforma

1.3. Amennyiben S € V4, felvesziink egy 1j So nemtermindlist és az Sg — &,S9 —
S szabalyokat. Sy lesz az 1Uj kezdOszimbdolum. Ha S & V4, akkor S marad a
kezd6szimbolum.

Allitéds Az igy el6dlls G’ = (V’, 2, R’, 8’) nyelvtanra teljesiilnek az alabbiak:
(a) L(G) = L(G")

(b) R’ nem tartalmaz € jobboldalu szabélyt az esetleges S” — € szabdly kivételével, amikor
is S’ nem fordul elé szabaly jobboldalan.
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Chomsky normalforma

Tekintsitkk a G’ = (V’, 3, R/, S’) nyelvtant.

2.1. Minden A € V' nemterminalisra hatdrozzuk meg az 0sszes olyan B € V'’ nemterminalis
halmazat, amelyre A =* B teljesiil.

2.2. Hagyjuk el az 0sszes A — B, A, B € V' lancszabélyt, majd vegyiik az Osszes olyan
A — w,w & V' szabilyt amelyekre 1étezik olyan B, hogy

A=*"Bé B —weR.
[gy kapjuk a G” = (V",3, R",S") nyelvtant.
Allitas L(G) = L(G"”). Tovabba G”-re teljesiil, hogy ldncszabdly mentes, és egy esetleges

S’ — e szabéaly kivételével minden szabaly jobboldala e-t6l kiillonbozo. Ha S” — e szabdly,
akkor S” nem fordul el6 szabaly jobboldalan.
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Chomsky normalforma
Tekintsiik a G” = (V”, 3, R"”, S”) nyelvtant.
3.1. Minden a € X-ra vegyiink fel egy X, nemterminalist és az X, — a szabdlyt.

3.2. Minden R”-ben 1évé nem A — a alaku szabaly jobboldaldn az a nemterminalis minden
egyes el6fordulasat helyettesitsiik X ,-val.

3.3. Majd minden egyes igy atalakitott szabalyra, mely jobboldaldnak hossza > 2, végezziik
el az alabbiakat.
— Legyen a szabdly A — A;... A, (n > 2)

— Vezessilkk be az A — A1B;, By — A3Bs, ..., B,,_» — A, _1A, szabalyokat,
ahol By, ..., B, _5 1j nemterminalisok.

— Az A — A,...A, szabalyt cseréljiik ki az 1j szabéalyokkal.
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Chomsky normalforma
Allitas A G"-bdl {gy kapott G = (V,%, R, S) nyelvtan Chomsky normal formaban van és
L(G) = L(G).
Megjegyzés
e HaG = (V, X, R, S) Chomsky normal formaban van, akkore € L(G) < S — € € R.

e A bizonyitds algoritmust ad arra, hogyan konvertaljunk egy tetszoéleges kornyezetfiiggetlen
nyelvtant Chomsky normél forméba.
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Chomsky normalforma
Példa
ASA|aB

B|S Vo = {A, B}
ble

L

ASA|AS|SA|S|aB
ASAIASISAISIaBla g g 4.

b BA=*S

ASA|AS|SA|aB|a
b|ASA|AS|SA|aB|a
b

TR TIrR TR®
l

Ll
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Chomsky normalforma

S — ASA|AS|SA|X.B|a
A — b|ASA|AS|SA|X.B|a
X, — a
B — b
S — AY|AS|SA|X.B|a
Y —- SA
A — b|AY|AS|SA|X.B|a
X, — a
B — b
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Veremautomatak

Véges automata:

la]bla[b[b]a[blalalb][b]b]a]
input szalag

véges
kontrol

Veremautomata:

Y2 |’71 |’71 |’72 |’71 |’72 |’71 |’72 |’71 |’71|
verem

\
Y1
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Veremautomatak

Definici6 Veremautomata egy (Q, %, T, d, go, F') rendszer, ahol Q, 3, go, F' ugyanazok, mint
véges automata esetén,

I' véges, nemiires halmaz, a verem abc,

0:Q X X, XTI — P(Q X I'y) az atmenetfiiggviény.

Az M = (Q,%,T, 0, qo, F) veremautomata a kovetkezé médon miikodik. Akkor fogadja el a
w € X* szo6t, ha
FWiye ooy Wy € XgyToyeeesTim € Qy80y.+.458, € T'*

1. w=wi...w,,
2. 79 =qo,S0 = €

3. Vi <m (7;41,b) € 6(r;, w;y1,a) ahol s; = at és s;41 = bt
valamely a,b € T';, t € T'* esetén.

4. r,, € F.
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Veremautomatak

Jelolés L(M) jeloli az M Aaltal elfogadott w € ¥* szavak halmazéat. L(M)-et az M Altal
felismert nyelvnek nevezziik.

Példa L = {0™1™ : n > 0}

Q = {qlaq2aq3aq4} Y= {09 1} I' = {Oa $} F = {CI1,CI4}

Input 0 1 €
Verem|0[$]| ¢ o [s]elo] $ | ¢
q1 {(q2,9)}
q2 {(g2,0)} {(gs,¢)}
a3 {(gs,e)} {(ga,2)}
g4
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Veremautomatak
0,e — 0

@ e,e — $ qg)

1,0 — ¢

@ e,$—e @

1,0 — ¢

(q1,€,0011) + (g2,%,0011) + (g2,0%,011) F (g2,00%,11) + (g3,0%,1) - (g3,8,¢)
(Q4,5,€)
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Veremautomatak

Megjegyzés

1. A veremautomata fogalmat médosithatjuk gy, hogy kezdetben a veremben egy rogzitett
I'-beli betii legyen, és tgy is, hogy

2. a verembe az egyes atmenetek esetén 1-nél hosszabb sz6 is kertilhessen. Ekkor

0:Q XX xTI'. — P(Q xI')
d(q,a,b) véges minden g € Q,a € X.,b € I', esetén.

3. A veremautomata nemdeterminisztikus modell.
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Veremautomatak

Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv felismerhetd veremautomataval.

Bizonyitds G = (V, %, R, S)

—=4qo
e, e — S$
e, A— w ha A —-wé€ER
qQa, a— € haa e X
€,$—e
®
Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #72

Veremautomatak

Tétel Minden veremautomataval felismerhet6 nyelv kornyezetfiiggetlen.

Megjegyzés Determinisztikus az M = (Q, 3, T, 8, qo, F') veremautomata, ha
1. |0(g,a,b)| <1 g€ Q,a€ X, ,bel.
2. 6(q,6,b) # 2 = 6(¢q,a,b) =2 qE€Q,ac,bel,

3. 6(gq,a,e) # @ = 6(q,a,b) =0 g€ Q,ac 3, ,bel

Nem igaz az, hogy minden kornyezetfiiggetlen nyelv felismerheté determinisztikus veremau-
tomataval.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Lemma Tetszoleges L kornyezetfiiggetlen nyelvhez van olyan p > 1 szam, hogy valahanyszor
w € L, |lw| > p, a w sz6 mindig felbonthatd

W = UVTYZ
alakban ugy, hogy
1. Vi >0 wvizy'z € L

2. vy >0
3. |vxy| < p.
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Kornyezetfiuggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Bizonyitds Legyen L = L(G), ahol G = (V, 3, R, S) Chomsky normal formaban adott.

e Ha t az X nemtermindlisbdl indulé derivacios fa mely hatdra termindlis sz6 és t mélysége
< mn + 1, akkor a t hataran 1év6 sz hossza < 2™.

o Legyen p =2Vl 4 1.

o Legyen w € L, |lw| > p. Legyen t a w sz6 S-bol indulé derivaciés faja. Ekkor ¢
mélysége > |V|.

(Fa mélysége: leghosszabb tton 1évé élek szama.)
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

S
A
B mélysége |V| + 1

=N
B

N ey
u v x Yy z
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Kornyezetfiuggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Allitds Az L = {a™b"c™ : n > 0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitds Belatjuk, hogy Vp > 0 3w € L, |w| > p, hogy a w tetszbleges w = uvxyz
felbontdséra, hogy |vy| > 0, |vey| < p, létezik olyan ¢, amelyre uvizy’z & L.

Adott p-hez legyen w = aPbPcP. Akarhogyan is bontjuk fel w-ét w = wvxyz alakban
tgy, hogy |vy| > 0, |vry| < p, lesz olyan betil, mondjuk &, amely nem fordul el§
vy-ban. Igy uxz & L.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Allitds Az L = {w#w : w € {0,1}*} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.
Bizonyitas Adott p-hez tekintsiik a OP1P#0P1P sz6t . . .
Allitas Az L' = {w#uw’ : w,w’ € {0,1}*, w # w’} nyelv kornyezetfiiggetlen.

Kovetkezmény A kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zartak a komplemens és metszetképzésre.

Bizonyitds Az {a™b"c™ : n,m > 0} é {a™b™c™ : n,m > 0} nyelvek
kornyezetfiiggetlenek, de metszetitk nem az.
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Nyelvtanok

Definicié (Altalinos) nyelvian egy G = (V, %, R, S) rendszer, ahol V, 2, § ugyanazok, mint
kornyezetfiiggetlen nyelvtan esetén, R pedig u — v alaku szabdlyok véges halmaza, ahol
u,v € (V UX)* és u tartalmaz legalabb egy nemtermindlist.
Definicié Legyen G = (V, X, R, S) nyelvtan, u,v € (V U X)*.

e u = v halétezik olyan @, y,y’, z € (VUX)*, amelyre u = zyz,v = zy’z,y —

y' € R.
e u =* v ha létezik olyan n > 0 és wg, wy,...,w, € (V U X)* hogy
U = Wy Wy = WigeeoysWpn_1 = Wy, Wy, = V.

A G dltal generdlt nyelv: L(G) = {u € ¥* : S =* u}.
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Nyelvtanok

Példa
G: S — aSBc|e L(G) = {a™b"c™ : n > 0}
cB — Bc
aB — ab
bB — bb
G : Sy — Sle L(G") = L(G)
S — aSBC |aBC
CB — XB
XB — XC
XC — BC
aB — ab
bB — bb
C — c
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Nyelvtanok

Definicié Kornyezetfiigednek neveziink egy G = (V, X, R, S) nyelvtant, ha R minden eleme
uXv — wwo alaki, ahol u,v,w (V U X)*-beli szavak, X € V, w # e. Ez aldl csak
egyetlen kivétel lehet, nevezetesen az S — e szabaly. Ha ez R-ben van, akkor kikotjik azt,
hogy S nem fordul el6 egyetlen szabaly jobboldalan sem.

Definicié Jobblinearisnak neveziink egy G = (V, 3, R, S) nyelvtant, ha R minden eleme
A — uB vagy A — wu alaku, ahol A, B € V,u € ¥*.

Példa G’ kornyezetfiiggd.
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Chomsky-féle hierarchia

Jobblinearis nyelvtan — 3-as tipusu nyelvtan
Kornyezetfiiggetlen nyelvtan — 2-es tipusi nyelvtan
Kornyezetfiiggd nyelvtan — 1-es tipusu nyelvtan

Altaldnos nyelvtan — 0-as tipusu nyelvtan

Definici6 Legyen ¢ € {0,1,2,3}. Egy L C 3* nyelvet ¢ tipusinak neveziink, ha generalhaté
7 tipusu nyelvtannal. Jelolés: L;

1 = 3 : jobblinearis nyelvek

1 = 1 : kornyezetfliiggé nyelvek

Tétel L3 € Ly C Ly C Ly. Tovabba minden tartalmazas valodi.
Tétel L3 a reguléris nyelvek osztalya.

Az L;,1 € {0,1, 2,3} nyelvek alkotjak a Chomsky-féle hierarchiat.
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Turing-gépek
Turing-gép (Alan Turing, 1936)

//////

lalblalalla] | | [ | [ ||

Kétirdnyban mozgdpotencidlisan végtelen szalag
ir6-olvaso fej

véges vezérlé (kontrol)
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Turing-gépek
Példa Az L = {w#w : w € {0,1}*} nyelv felismerheté Turing-géppel.
1. A bemenet egyszeri elolvasasaval ellenoOrizziik, hogy a bemenet egyetlen #-et tartalmaz.

2. A szalagot oda-vissza olvasva ellenérizziik (a vizsgélt betitk athizédsdval), hogy a # két
oldalan ugyanaz a sz6 helyezkedik-e el.

3. Amennyiben végig egyezést taldlunk (az Osszes betii dthuzédsra keriilt), akkor a gép elfo-
gadja, kiillonben elutasitja a bementet.
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Turing-gépek
Definicié Turing-gép egy M = (Q, X, T, 8, go, Qaccept s reject) Tendszer, ahol:
1. Q az allapotok véges, nemiires halmaza.
2. qo € Q a kezdoallapot.
3. Qaccept € Q az cliogado allapot.
4. Qreject € Q az clutasito allapot.
5. X véges, nemiires halmaz, a bemend jelek (szimbdélumok) halmaza.

6. I' a -t tartalmazo véges halmaz, a szalag szimbolumainak halmaza. IT' — 3 tartalmaz
egy specialis LI karaktert, ' N Q = 9.

7.6 : Q — {qaccepts Qreject } X T' = Q X T' X {L, R} az atmenet fliggvény.
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Turing-gépek

Definicié Konfiguracio: uqu alaki szé, ahol ¢ € Q, u,v € T'*, v # €. Az uqu konfiguracio
a Turing-gép mikodésének egy olyan pillanatat reprezentédlja, amelyben a szalag tartalma
uvlL . .., avéges kontrol a g dllapotban van, az iré-olvaso fej pedig v els6 karakterét jeloli ki.

Definici Atmenet a konfigurdciok kozott. Legyen uqu konfigurdcié, v elsd betiije a. Tfh.
d(g,a) = (r,b, R). Ekkor ugqv F ubrw, ahol w a v-bdl az a betii elhagydsaval kapott sz6,
ha w # e, kilonben w = U. Tth. d(g,a) = (r,b,L). Ebben az esetben ugqv F+ wrebv’,
ahol u = we, v = av’, illetve ugqu - urbr’, ha u = € és v = av’. Ha ¢ = Qaccept Vagy
d = Qreject, akkor az uqv konfiguracié megallasi konfigurdcio.
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Turing-gépek
Definicié Legyen M a fenti Turing-gép. Az M dltal felismert nyelv (Jelolése: L(M)) az
Osszes olyan u € 3* sz6bdl all, hogy qould = TGaceepty valamely x,y € I'*, y # € szavakra.

%
(Itt F a F reldcié reflexiv-tranzitiv lezartja.)

Definicié6 Egy L € ¥* nyelv Turing felismerhetd, vagy rekurzivan felsorolhato, ha L = L(M)
valamely M Turing-gépre.

Megjegyzés Egy adott Turing-gép nem feltétlentil all meg egy w szén, azaz nem biztos, hogy a
goul) = Tqaccepty vagy qoull = TGrejecty reldciok valamelyike teljesiil valamely x, y esetén.

Definici6 Egy L C X* nyelv (Turing-)eldonthetd, vagy rekurziv, ha létezik olyan M
Turing-gép, mely minden bemeneten megall, és amely felismeri az L nyelvet.
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Turing-gépek
A Turing-gép néhany variansa
1. Tobbszalagos Turing-gép

— k(> 1) szalag, mindegyik kiilon {r6-olvasé fejjel
— Kezdetben az els6 szalag tartalmazza a bemenetet, a tobbi iires

ok (Q - {Qaccepta QTeject) X rk — Q X rk X {L, R}k

Tétel Minden tobbszalagos Turing-géphez 1étezik ekvivalens, egyszalagos Turing-gép

2. Turing-gép két iranyban végtelen szalaggal

3. Kétdimenzios Turing-gép
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Nemdeterminisztikus Turing-gépek

4. Nemdeterminisztikus Turing-gép M = (Q, 3, T, 8, g0, Qaccept s Greject)

d: (Q - {qacceptaqreject}) XI' — P(Q x I' X {L, R})
L(M) = {u € DIl Elway QOUU + wqaccepty}

A gép mikodése az u szon egy faval reprezentalhaté. Akkor fogadja el
az u sz6t, ha a fa valamely levele elfogadasi konfiguracio.

Tétel Ha egy L nyelv felismerheté nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor L Turing
felismerheto.

Bizonyitas Legyen adott az M = (Q, X, T, 8, qo, Gaccept s Greject) nemdet. Turing-
gép. Elkészitiink egy olyan D tébbszalagos (determinisztikus) Turing-gépet, melyre
L(D) = L(M). D szélességi kereséssel megvizsgélja adott w szén az M kiszamitasi
fajat. Ha van olyan csucs, mely elfogadasi konfiguracié, akkor elfogadja az u szét.
Kiilonben D nem all meg az w szon.
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Nemdeterminisztikus Turing-gépek

D-nek 3 szalagja van.

e input szalag
e szimulacids szalag

e cim szalag Cimzés:

Egy nemdeterminisztikus Turing-gép eldonti az L nyelvet, ha felismeri, és ha minden
kiszamitasi ut véges és elfogadasi vagy elutasitasi konfiguraciéhoz vezet.

Tétel Ha egy nyelv eldontheté nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor eldontheto.
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Turing-géppel felsorolhaté nyelvek

Definicié Azt mondjuk, hogy az M 2-szalagos Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha tires
bemeneti szalaggal inditva masik szalagjan, esetleg ismétlésekkel, felsorolja az L elemeit.

Tétel Egy L nyelv akkor és csakis akkor sorolhaté fel Turing-géppel, ha Turing felismerhetd.
FE felsorol6 Turing-gép = M felismerd Turing-gép

M miikodése: Adott w szon,
e futtatja E-t,
e valahdnyszor F kiir a kimend szalagjara egy szot, azt osszehasonlitja w-vel,

e ha egyszer egyezést talal, elfogadja w-ét.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #91



Turing-géppel felsorolhaté nyelvek
M felismer6 Turing-gép = FE felsorol6 Turing-gép

E mukodése:

e 1 = 1,2,3,... esetén végtelen ciklusban futtatja M-et legfeljebb 2 1épésig az els6
1 sz6 mindegyikén (X* elemeit wq, wa, . . . lexikografikusan felsoroljuk).

e Ha valamelyik w; szét legfeljebb 2 1épésben M elfogadja, akkor E kiirja w;-ét a
kimeno szalagra.
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A kiszamitas egyéb modelljei
A kiszamitas egyéb modelljei:
e RAM vagy regiszter-gép
e minden univerzélis programozasi nyelv (LISP, PASCAL,...)
e nyelvtanok
e ¢s még szamos mas modell (A-kiszamithatdésdg, Markov-algoritmus, ... )

Ezek mindegyikérdl kideriilt, hogy ckvivalens a Turing-géppel.

Tétel Egy L nyelv akkor és csakis akkor Turing-felismerhetd, ha az Lo nyelvosztalyba esik.
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Algoritmusok

Algoritmusok a matematikdban: az dkortdl (primtesztelés, legnagyobb kozos oszto, ... )
Az algoritmus fogalmanak formalizalasa: 1930-as évek

Hilbert 1900: 10. probléma
Adjunk meg olyan algoritmust, mely tetszéleges egész egyiitthatos tobbvaltozds polinomrol
eldonti, van-e megoldasa

Matijasevi¢ 1971:
I[lyen algoritmus nem létezik

Church-Turing tézis 1936:
Az algoritmus intuitiv fogalma = Turing-géppel megoldhaté algoritmus
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Algoritmusok
A tézis bizonyitékai:
A matematikai formalizmusok ekvivalencidi, a konkrét algoritmusok formalizalasai.

Matijasevic tétele formalisan: A

{p: p olyan egész egyiitthatds poli-
nom, melynek létezik egész értéki
gyoke }

nyelv nem doénthetd el (nem rekurziv).

A Church-Turing tézis értelmében elegend6 algritmusainkat magas szinten megfogalmazni.
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Algoritmusok
Példa Grafok 6szefiiggosége
L = {(G) : G osszefiigg6 graf }

L-et eldonté Turing-gép:

Adott (G) bemenet esetén:
1. Vélasszuk ki G els6 cstcsat és jeloljilkk meg.

2. Mindaddig, amig 1j csucsok mar nem jellheték meg, a G minden egyes még meg nem
jelolt cstuicséra, ha a cstcs csatlakozik egy mar megjelolt csicshoz, akkor jeloljiik meg.

3. Ellendrizziik, hogy az 0Osszes csucsot megjeloltiik-e. Ha igen, akkor elfogadjuk a be-
menetet, kiilonben elutasitjuk.
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Néhany eldonthets nyelv (probléma)
Lpra = {{M,w) : M véges automata, w € L(M)}

Allitas L pra eldonthetd nyelv.

Bizonyitds Egy T Turing-gép eldszor ellenérzi, hogy a bemend sz6 egy (M, w) alaki szé-e,
majd:

1. Atmésolja M kédjat egy munkaszalagjara.

2. Egy masik munkaszalagjan szimuldlja M miikodését a w szon.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Lyps = {{M,w) : M nemdet. véges automata, w € L(M)}

Allitds Lyra eldonthetd nyelv.
Bizonyitds Egy T Turing-gép elészor ellenérzi, hogy a bemend szé6 (M, w) alaki-e, ahol M

nemdet. véges automata, w az M bemeno szava, majd

e a hatvanyhalmaz konstrukciéval elkészit egy olyan M’ determinisztikus véges automatat,
mely M-el ekvivalens,

e szimuldlja az Lpps nyelvet eldonté Turing-gépet az (M’, w) bemeneten.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Lrex = {(R,w) : R regularis kifejezés, w € |R|}

Allitds Az Lypgx nyelv eldonthetd.
Bizonyitds A T Turing-gép eldszor ellenérzi, hogy a bemenet (R, w) alaki-e, ahol R reguléris
kifejezés és w sz6, majd

e clkészit egy olyan M véges, nemdeterminisztikus automatét, melyre |R| = L(M), és

e az Lypa nyelvet eldonté Turing-gépet szimulalva eldonti, hogy w € L(M) (azaz
(M, w) € Lypa) teljesiil-e.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #99



Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Lcre = {{(G,w) : G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, w € L(G)}

Lcse = {{G,w) : G kornyezetfiiggd nyelvtan, w € L(G)}

Allités L s eldonthetd.

Bizonyitds Egy T Turing-gép eldszor eldonti, hogy bemenete (G,w) alaki-e, ahol G
kornyezetfiiggd nyelvtan, G = (V, X, R, S), w € ¥* sz6, majd ha ez teljesiil:

e Ha w = g, ellendrzi, hogy § — & szabdly-e.

e Ha w # e, eléallitja az Osszes olyan ug, u1,...,ur, € (V U X)* ismétlédés nélkiili
sorozatot, melyre |u;| < |w|,2 = 0,...,k, majd ellendrzi, ezek kozt van-e olyan, mely
a w sz6 S-bél indulé derivacidja. (A sorozatokat lexikografikus sorrendben &llitja elé.)
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)

Kovetkezmény L cpe eldontheto.

Bizonyitds Egy Turing-gép eldszor eldonti, hogy a bemend szé6 (G,w) alaki-e, ahol G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan és w szd, majd elléallit egy olyan G’ Chomsky normél forméaju
nyelvtant, melyre L(G) = L(G’). Majd az L¢se nyelvet eldonté Turing gépet szimuldlva
eldonti, hogy (G’, w) € Lcsg teljesiil-e.

Kovetkezmény Minden kornyezetfiiggoé nyelv rekurziv.

Bizonyitds  Legyen L adott kornyezetfiiggé nyelv, L C X¥*.  Létezik olyan Gy
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L = L(Gy). Ha adott w € X* sz6, ahhoz, hogy
eldontsiik w € L teljesiil-e, szimuldljuk az Lgse nyelvet eldonté Turing-gépet a (Go, w)
szon.

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomdany alapjai — slide #101



Néhany eldénthetd nyelv (probléma)

Kovetkezmény Minden regularis és minden kornyezetfiiggetlen nyelv rekurziv.

Epra = {(M) : M véges, det. automata, melyre L(M) = &}
Enpa = {{(M) : M véges, nemdet. automata, melyre L(M) = @}
Allitds Az Epra és Enpa nyelvek rekurzivak.

Bizonyitds Csak Enpa-ra. Egy Turing-gép eldszor eldonti, hogy a bemenet (M) alaki-e,
ahol M egy (Q,3,4d, qo, F') véges nemdeterminisztikus automata, majd eldénti, hogy M
atmeneti grafjaban van-e olyan ut, mely a go kezdéallapotbdl végallapotba vezet.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
EQpra = {(My, My) : M, és M, ekvivalens véges det. automatak}

EQnra = {{(My, My) : M, és M, ekvivalens véges nemdet. automatak}
Allitdss EQpra és EQnra rekurziv nyelvek.
Bizonyitas
L(M;) = L(Mz) < (L(M,) — L(M2)) U (L(Mz) — L(M,)) = @

Ecre = {(G) : G kornyezetfiiggetlen, L(G) = o}
Allitas Ecrg rekurziv.

Bizonyitéds G=(V,5,R,S)
Vo={A€eV:3ue¥ A—u€cR}

Vori=Va,U{A:Jue (X2UV,)* A— u€ R}
L(G) # @ & S € V, ahol |V| = k.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Ecse = {{(G) : G kornyezetfiiged, L(G) = @}

EQcrc = {{G1, G2) : G1, G5 kornyezetfiiggetlen nyelvtanok,
L(G1) = L(G2)}

Allitds A fenti nyelvek nem rekurzivak.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Lyy = {(M,w) : M Turing-gép, w € L(M)}

Tétel Az Ly nyelv nem rekurziv.

Bizonyitds Indirekt bizonyitas. Tth. Ly rekurziv. Ekkor létezik olyan M Turing-gép, mely
eldonti az L ps nyelvet:

__ | accept haw € L(M)
H({M,w)) = { rject haw @ L(M)

Ezek utan miikodjon a D Turing-gép az aldbbi médon. Ha adott egy M Turing-gép (M)
kédja, akkor

_ | accept ha (M) & L(M)
D({M)) = { weiect ha (M) € L(M)

D tgy miikodik, hogy adott (M) bemenetre szimuldlja H-t az (M, (M) szén.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)

. ha (D) ¢ L(D)
__ ] accept ha

D(D)) = { reject ha (D) € L(D)

Ellentmondas

Allitds Az Ly nyelv rekurzivan felsorolhaté.

Bizonyitdas Az U univerzalis Turing-gép miikddjon az (M, w) bemend szén ugy, hogy
szimuldlja M miikodését a w szon.

Kovetkezmény Létezik olyan rekurzivan felsorolhaté nyelv, mely nem rekurziv.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Allités Ha L € &* rekurziv, akkor L = ¥* — L is rekurziv.

Bizonyitas Egy L-et eldonté Turing-gépben cseréljik fel a gaccept €5 Qreject allapotokat.
Tétel Egy L C X* nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha L és L is rekurzivan felsorolhaté.

Bizonyitdas =-: Az elozo allitas felhasznalasaval.
«: Tegyiik fel, hogy léteznek az L-et és L-et fe-
lismeré6 M és M Turing-gépek. Adott w
szom az NN Turing-gép lépésenként felvaltva

szimulalja M és M miikodését.

Ko6vetkezmény L gps nem rekurzivan felsorolhaté.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Hypy = {{M,w) : M Turing-gép, M megall w-én}

Allitss A H rm nyelv nem rekurziv.

Bizonyitas (Visszavezetéssel az Ly problémabdl.)

Tegyiik fel, hogy Hrys rekurziv. Ekkor miikédjon a T Turing-gép az (M, w) bemeneten a
kovetkezo mddon:

1. Szimuldlja a Hrp-et eldonté Turing-gépet az (M, w) szén. Ha Hrpr nem fogadja el az
(M, w) sz6t, akkor T sem fogadja el.

2. Ha Hpyy elfogadja az (M, w) szét, akkor T' szimuldlja az M gépet a w szon.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Er = {(M) : L(M) = 2}

Allitdas FE 7y nem rekurziv.

Bizonyitas (Visszavezetéssel az Ly problémabdl.)

Tegyiik fel, hogy Erp rekurziv. Adott (M, w) bemeneten a T' Turing-gép:

1. Elkészit egy olyan M, Turing-gépet, mely a w-én kiviil elutasit minden bemené szot,
w-¢én pedig ugy miikkodik, mint M,

2. Az Erp-et eldonté Turing-gépet felhasznalva eldonti, hogy (M,,) € Erp teljesiil-e.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomdany alapjai — slide #109



Rice tétele

Tétel (Rice) A rekurzivan felsorolhaté nyelvek egyetlen nemtrividlis tulajdonsdga sem déntheto
el.
fgy nem dontheto el, hogy adott M Turing-gép:

e {ires nyelvet ismeri-e fel,

e véges nyelvet ismer-e fel,

e regularis nyelvet ismer-e fel,

Kovetkezmény Nem doénthetd el adott My, Ms Turing-gépekre, hogy L(M;) = L(Ms)
teljestil-e.
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A Post megfelelkezési probléma

A Post megfelelkezési probléma:

Dominé készlet: { { b} , {a} ’ {ca] , [abc] }
ca ab a c

Ekkor az aldbbi domindsorozat tetején és aljan 1évo sz6 megegyezik.
a b||ca||al| |abc
ab| |ca| |a | |ab c

Az ilyen domindsorozatot a Domind készlet megoldasanak nevezziik.
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel A {(D) : D domindkészlet, melynek van megolddsa} nyelv nem rekurziv, azaz nem
létezik olyan algoritmus, mely eldontené adott domindkészletrol, hogy van-e megoldasa.
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel Nem létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl eldontené,
hogy egyértelmii-e.

Bizonyitas
P = {(u1,v1)y..., (Ug,vg) : u;,v; € ¥*} a PMP egy példanya.

G,: S — A|B
A — iAu]' | dut :
B — iBv;!|iv;! t=1...,k
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel Nem létezik olyan algoritmus, mely adott G1, G2 kornyezetfiiggetlen nyelvtanokrol
eldonti, hogy L(G1) = L(G3) teljesiil-e.

Bizonyitas

P = {(u1,v1),..., (ur,vx) : us,v; € X*}

G olyan nyelvtan, mely az

{il e zn#w w € 2*, w # (’U,il PN ’U,in)_l
vagy w # (vi, ... v;, )"t n > 0} nyelvet generdlja

G olyan jobblinedris nyelvtan, mely az {1,...,k}T#X* reguldris nyelvet generdlja.
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Bonyolultsagelmélet

Relativ kiszdmithatésdg, aritmetikai és
A kiszdmithatésdgelmélet kiterjesztései: /" analitikai hierarchidk

Bonyolultsagelmélet: 60-as évek végétol

Cél: A megoldhaté (eldonthet$) problémék osztdlyozdsa a megolddshoz sziikséges
er6forrasok (idé, tar) mennyisége szerint.

legrosszabb eset

atlagosan
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Bonyolultsagelmélet

Definici6 Legyenek f,g : N — R, fliggvények, ahol N = {0,1,...}, Ry pedig a nem-
negativ valés szamok halmaza.
f(n) = O(g(n)) ha létezik olyan ¢ > 0 és ng € IN, hogy

f(n) <c-g(n), n=>mno
Példa
e 5n3 4+ 6n%+1=0(n?
e n* = 0O(2")
e log, n = O(logz n)

e loglogn = O(logn)
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Bonyolultsagelmélet
Példa L = {01 : k > 0}

M, : Adott w szén:
1. Olvassuk végig a szalagot, hogy ellendrizziik 1-es utan nem kovetkezik-e 0.
2. Mindaddig, amig 0 és 1-es is van a szalagon ismételjiik az alabbiakat:
3. Olvassuk végig a szalagot és hizzunk at egy 0-at és egy 1-et.

4. Ha végiil nem maradt a szalagon karakter, akkor fogadjuk el a bemenetet. Kiilonben
utasitsuk el.

Idéigény: O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?)
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Bonyolultsagelmélet

Példa L = {01 : k > 0}

M, : Adott w szén:
1. Olvassuk végig a szalagot, és ellenorizziik, hogy egyetlen 1-est sem kovet 0.
2. Mindaddig, amig legalabb egy 0 és egy 1 marad a szalagon, ismételjiik az alabbiakat:

3. Ellendrizziik, hogy a szalagon maradt karakterek szama paros-e. Ha paratlan elu-
tasitjuk a bemenetet.

4. Olvassuk végig a szalagot, és hizzuk 4t minden masodik 0-at és 1-et (az elsé 0-at
és 1-et athizva).

5. Ha végiil nem marad athtzatlan karakter, akkor elfogadjuk a bemenetet. Kiilonben elu-
tasitjuk.

Idéigény: O(n) + O(nlogn) + O(n) = O(nlogn)
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Bonyolultsagelmélet

Példa L = {0*1* : k > 0}

M5 : Adott w szén:
1. Ellendrizziik, hogy a szalagon nem kovet egyetlen 1-et sem 0.
2. Mésoljuk a 0-akat egy munkaszalagra.

3. Olvassuk végig az 1-eseket a bemeneten, és minden egyes 1-esre hiizzunk at a munkasza-
lagon egy 0-at.

4. Ha mindegyik 0-at athuztuk és az 1-eseket is elolvastuk, akkor fogadjuk el a bemenetet.
Kilonben utasitsuk el.

Id6igény: O(n)
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Turing gépek idoigénye

Definicié Legyen M olyan determinisztikus Turing-gép, amely minden bemeneten megall. Az
M idoigénye az az f + N — N fliggvény, amelyre f(n) a legfeljebb n-hosszi bemeneten az
M altal megtett 1épések szamanak maximuma.

Tétel Legyen t(n) > mn. Minden t(n) idéigényli tobbszalagos Turing-géphez létezik
ckvivalens, O(t?(n)) iddigényti egyszalagos Turing-gép.

Bizonyitdas Mint korabban.
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Turing gépek idodigénye

Definicié Legyen T olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, melynek minden szamitasi sorozata
véges és elfogadashoz vagy elutasitashoz vezet. A T idGigényét az az f + N — N fiiggvény
adja, amelyre tetszéleges m esetén f(n) a T legfeljebb m-hosszi bemeneten valé szamitasi
sorozatai hosszdnak maximuma (= leghosszabb 1t hossza a T legfeljebb n-hosszii bemeneten
valé szamitasi faiban).

Tétel Legyen T olyan Turing-gép, mint az el6z6 definicioban. Tegytik fel, hogy T id6igénye
< t(n), ahol t(n) > n. Ekkor létezik T-vel ekvivalens, 2€®(™) idgigényfi determinisztikus
Turing-gép.
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A P nyelvosztaly
Definicié

TIME((t(n)) = {L : L eldéntheté6 O(t(n)) id6igényti det.
Turing-géppel }

Definicié6 P = J,>; TIME(n*) Polinomid6ben eldéntheté nyelvek (problémak)
Példa ELERHETOSEG

{{(G, s, t) : G véges, irdnyitott graf, s,t € G,
létezik s-bél t-be vezetd 1t }
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A P nyelvosztaly
Adott (G, s, t) bementen:

1. Jeloljik meg az s csucsot.
2. Mindaddig, amig mar nem jelolheté meg 1j cstucs, ismételjik meg az alabbiakat:

3. Olvassuk végig az éleket. Ha olyan (a, b) élet talalunk, hogy a meg van jeldlve, de
b nincs, jeloljiikk meg a b csicsot.

4. Ha végiil t is meg van jelolve, akkor elfogadjuk, kiilonben elutasitjuk a bemenetet.

Id8igény: O(n?)
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A P nyelvosztaly
Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv a P osztalyba esik.

Bizonyitds Legyen L kérnyezetfiiggetlen nyelv. Ekkor létezik L-et generalé G = (V, X, R, S)
Chomsky normal forméban adott nyelvtan.
Legyen w € ¥*, w = wy,...,wy,, n > 0.

T,,;j:{XEV:X:>*’lU,,;...'lUj} 1§z§]§n
A T;; halmazok mindegyike meghatérozhaté O(n) idében.
T“:{XEVX—>’UJ1€R} i:l,...,n

T, ={X €V:3A,B X - ABER
A € le,B € Tk+1j Vmely ) S k < _] esetén}

hai < j

Id6igény: O(n?)
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Az NP osztaly

Mai ismereteinkkel csak kimerito kereséssel megoldhaté problémak:
HAMILTON—UT
TELJES RESZGRAF
EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS
HATIZSAK
KIELEGITHETOSEG (SAT)

A fenti problémék mindegyike megoldhaté polinomidében nemdeterminisztikus Turing-géppel
— nem realisztikus szamitasi modell. Egyikrdl sem ismert, hogy megoldhato-e polinomidében
determinisztikus Turing-géppel, azaz, hogy a P osztalyba esik-e.
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Az NP osztaly
Definicié

NTIME((t(n)) = {L : L eldonthets O(t(n)) idéigényt nemdet.
Turing-géppel }
Definicié NP = (J,~,; NTIME (n*)

Allitds A HAMILTON-UT, TELJES RESZGRAF, EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS, HATIZSAK,
SAT problémak mindegyike az NP osztalyba esik.

Vildgos, hogy P C NP.

Nyitott kérdés: P = NP.

P = NP akkor és csakis akkor, ha az el6z6 allitasban
szerepld valamelyik probléma (és akkor min-
degyikiikk) a P osztilyba esik: NP teljes
problémék.
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Polinom id6ében verifikalhaté nyelvek

Definicié Azt mondjuk, hogy egy L nyelv polinom idoben verifikalhato, ha létezik olyan K
nyelv és k szam, hogy K € P és

L={z:3y (z,y) € KAyl =O(z|*)}

Példa HAMILTON-UT és a tobbi fent emlitett probléma (nyelv) mindegyike polinom idében
verifikdalhato.

Tétel L € NP < L polinom idében verifikalhato.
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Polinom idejii visszavezetés

Definicié Egy f : ¥* — A™* fliggvény polinomidoben kiszamithato, ha létezik olyan M poli-
nom idéigényi Turing-gép, hogy tetszbleges w € 3* széra megallaskor a szalag taralma f(w).

Definicié Legyenek Ly C X7 é Ly C X3 nyelvek. Az Li-nek Lp-re valé polinomideji
visszavezetése egy olyan polinomidében kiszamithato

f:3] — 35
fiiggvény, hogy tetszdleges w € X7 szora:
w € L1 <~ f(’lU) € L2.

Azt mondjuk, hogy Ly polinomiddben visszavezethetd Lg-re, Ly <, Lg, ha létezik az Li-nek
polinomidejt visszavezetése az Lo nyelvre.
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NP-teljes nyelvek

Allitas A <, reldcid elérendezés (reflexiv és tranzitiv).

Allitds Az NP osztaly zart a polinomidejli visszavezetésre:

L, <,Ly,L, € NP = L, € NP.

Megjegyzés A P is nyilvanvaléan zart. Tovabba ha Ly, Ly € P, és Ly, Lo és komplemenseik
sem iiresek, akkor Ly <, L,.

Definicié Egy L nyelv (probléma) NP-nchéz, ha L' <, L teljesiil minden L’ € NP nyelvre.
Egy L nyelv (probléma) NP-teljes, ha L € NP és L NP-nehéz.
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NP-teljes nyelvek
Allitas Tegyiik fel, hogy L NP-teljes. Ekkor P = NP < L € P.

Bizonyitds =>: trividlis.
<: Tegytk fel, hogy L € P. Ekkor tetszbleges
L’ € NP esetén L' <, L miatt L’ € P.
Tehat NP C P, igy NP = P.

Alftés Tegyiik fel, hogy L <, L’. Ha L NP-nehéz, akkor L’ is az. Tovabba, ha L NP-nehéz,
akkor L’ akkor és csak akkor NP-teljes, ha L’ € NP.

.....
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NP-teljes nyelvek

Definicié

saT = {{¢) : ¢ kielégithet6 konjunktiv normélformaban (knf)
adott logikai kifejezés (formula)}

literal:  valtozé illetve annak negaltja
tag: literdlok diszjunkcidja

knf: tagok konjunkciéja

Példa (1 VT2V T3) A (T1V X2V a3) A (T1 VT2V T3) € SAT.
Tétel (Cook) sAT NP-teljes.

Bizonyitds Késébb.
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NP-teljes nyelvek

Kovekezmény 3sAT NP-teljes.

c tag

l

ll\/lz
ll\/lz\/lg
LiviaVvizgVviy

LiviagVvisgVvVigVvis

Definicié Legyen k > 1. ksat = {{(p) : (¢) € SAT, ¢ minden tagjiban k literdl van }.

Bizonyitas Nyilvinvaléan 3SAT € NP. Még beldtjuk, hogy SAT <, 3SAT.

f(c) knf

lvivli

ll Vv lz Vv l2

ll Vv lz Vv l3

(L VILVE) AT VIV i)
x 1j valtozé
x és y 1j valtozok
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NP-teljes nyelvek
ll\/...\/ln, n>>5

pknf, p=c1 A... ANcp

Ekkor f polinomidében vald visszavezetés:

(lLivigve)AN(ZVIsVY)A...
ZVipaVU)A@VIl_1 VL,
Ty Y,. .. 2, u 1j valtozok
fle) = f(er) Ao A F(en) ahol
minden f(¢;)-ben 4j valtozdkat
vezetiink be.

(p) € SAT < (f(gp)) € 3SAT.
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NP-teljes nyelvek

Def. TELIES RESZGRAF = {(G, k) : G véges graf, k > 1, G-nek
létezik k csicsu teljes részgréafja}t

Tétel TELJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitds 3SAT-bdl vald visszavezetéssel.
p=ciA...ANcg G: lin U2 Uys
C; = lil V l,,;2 V l,,;3

Ljxn Uiz 1ljs l21 l22 l2s

lia lia lis

Az 0Osszes élet behtizzuk kivéve
e az egy csoporton beliil 1é6v6 cstcsok koztieket

e az ellentétes literalokkal cimkézett cstcsok kozt.
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NP-teljes nyelvek

Allitds ¢ € 3SAT < (G, k) € TELJES RESZGRAF.

Tehét 3SAT <, TELJES RESZGRAF. Mivel 3sAT NP-teljes, és TELJES RESZGRAF € NP, ezért
TELJES RESZGRAF is NP-teljes.

Kovetkezmény FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes, ahol

FUGCGETLEN csucsHALMAZ = {(G, k) : a G véges grafnak van k ele-
mil fiiggetlen csicshalmaza }.
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HAMILTON-UT NP-teljes

HAMILTON-UT = {(G, s, t) : G irdnyitott graf, s,t csicsok,
Js-bél t-be Hamilton-1it }.

Tétel HAMILTON-UT NP teljes.
Bizonyitdas A 3SAT NP-teljességének felhasznalasaval.

Legyen ¢ 3SAT alaku formula:
(‘DIdl/\.../\dk, dj:aj\/bj\/cj

Legyenek xq, 2, ..., x; a felhasznalt valtozok.
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HAMILTON-UT NP-teljes

x;-hez tartozd eszkoz:

o N NN ST
o ] ) . o o
NS, W e WY oo N~

dj-hez tartozé eszkoz: .
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HAMILTON-UT NP-teljes
S

e dy

. dy

< dy,

+ a kovetkezo félian

lévé élek

Dr. Esik Zolt4n
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HAMILTON-UT NP-teljes

d; tartalmazza x;-t

. d;

Jelolje G, a grafot. Ekkor:

(1) (o) € 3saT < (G, s,t) € HAMILTON-UT

d; tartalmazza T;-t

. d;

(2) (G, s,t) polinomidejti Turing-géppel elkészithet6 (p)-bol.
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SAT NP-teljes
saT = {(¢) : ¢ kielégitheté knf}

Tétel saT NP-teljes.
Bizonyitds Csak azt bizonyitjuk, hogy NP-nehéz.

L € NP LﬁPSAT

L =L(M) M polinomid6korlatos nemdet. Turing-gép

Id6korlat: p(n) > n

Adott w bemen6 széhoz el kell késziteni egy ¢ formulat gy, hogy:
(1) w € L < ¢ kielégithetd,

(2) a w — ¢ hozzarendelés megvaldsithaté polinom idékorlatos determinisztikus Turing-
géppel.
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SAT NP-teljes

# qo |\w1jw2 Wy| L L | #
# #
# #| | o
z
Ablak Tt
# #
p(n) +3

M = (Q7 3, T, 9, qo, Gaccept s qreject)
1<i<pn)+1,1<j<pn)+3, sc QUTU{#} — =z, ;s valtozd
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SAT NP-teljes

ajp | as | asg

2o la elrendezést legalisnak, ha megengedett az M atmeneti relacioja
4|05 | ag

Nevezzik az

altal. (Ures atmenet is lehetséges. )

Allitas Megadhaté véges sok olyan (aq, ..., ae) rendezett legdlis 6-os gy, hogy egy tablazat
akkor és csak akkor adja meg az M egy lehetséges miikodését a w szén, ha a tablazat elso
soraban a w-hez tartozo kezdd konfiguracié van, és minden “ablak” két sora egy legalis 6-ost
hataroz meg.
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SAT NP-teljes

Konvencié: x; ;s = 1 annak felel meg, hogy a tébldzat (¢, j) pozicidjdban s szerepel.
® = @o N Pstart /\ Pmove N\ Paccept

Po: A tablazat minden egyes mez6jében pontosan egy

karakter van, azaz Vi, j 3!s  @; s

o = /\i,j Vs Tigs A /\i,j /\s;ét(wi,j,s VT jt)

Pstart A téblazat elsd sordban a w-hez tartozd kezddkonfi-
guracio van.

Pstart =11, N\ T1,2,g0 N\ 1,301 N+ oo N L1 nt2,0,/\
T1n43,u N -« A T1pn)+2,u N\ T1p(n)+3,%
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SAT NP-teljes
Pmove : A téblazat minden ablaka legalis.

Prmove = /\i’j wi,j

Vi = \/ Tij—1,a1 N\ Tij,az N Tij41,as/\
(@1,..rra6) legdlis  Li11,5—1,a4 N\ Tit1,5,a5 N\ Tit1,j4+1,a6

Itt 1 <i<p(n), 2<j5<pn)+2
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SAT NP-teljes

Paccept A tablazat utolsé soraban elfogadd konfiguracié van.
p(n)+2
‘Paccept - \/ wp(n)+17j,(Iaccept
Jj=2
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Az NP szerkezete
Tétel Ha P # NP, akkor 1étezik olyan NP-beli L nyelv, amely nincs P-ben és nem NP-teljes:

Példa az {(G1,G2) : Gy és Gy izomorf grafok} nyelvrdl ismert, hogy NP-ben van, de nem
ismert, hogy P-ben van-e vagy NP-teljes-e.
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A coNP osztaly
Definicié6 Legyen C nyelvek osztalya. Ekkor: coC = {L : L € C}.

Allitds Ha C zart a polinomidejii visszavezetésre, akkor coC is zart.

Definicié Legyen C nyelvek egy osztélya. Egy L nyelv C-nchéz (a polinomidejii visszavezetésre)
ha L’ <, L teljesiil minden L’ € C nyelvre. Ha L C-nehéz és L € C, akkor L C-teljes ( a
polinomidejii visszavezetésre nézve).

Allités L C-nehéz (C-teljes) < L coC-nehéz (coC-teljes).
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A coNP osztaly

Definicié vaLiDITY = {{¢) : ¢ azonosan igaz Boole-formula}

Allitds vALIDITY coNP-teljes.

NP coNP Nem ismert, hogy
NP # coNP
igaz-e.
@ (Ha P = NP, akkor NP = coNP, mert
P = coP nyilvanvaléan.)
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Tarbonyolultsag

Alapvet6 kiilonbség: a tar Gjra felhasznalhaté.

Tovabbi kiilonbség:
szublinearis tarbonyolultsag is érdekes,
a bemenet hossza nem szamit a felhasznalt tar nagysagaba.
Definicié Off-line Turing-gép:
e Tobbszalagos.
e A bemenetet tartalmazd szalagot csak olvashatja. A munkaszalagokra irhat is.

A tarigénybe csak a munkaszalagokon felhasznalt tertilet szamit be.
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Savitch tétele

Def. SPACE(f(n)) ={L : L eldénthet6 O(f(n)) tarigényi
det. Turing géppel }

NSPACE(f(n)) = {L : L eldonthet6 O(f(n)) tarigényt
nemdet. Turing géppel }

Tétel (Savitch) Ha f(n) > O(logn), akkor NSPACE(f(n)) C SPACE((f(n))?).

Bizonyitds Tegyiik fel, hogy L-et eldonti az M O(f(n)) tarigényli nemdeterminisztikus
Turing-gép. Feltehet6, hogy adott w bemeneten minden elfogadd szamitasi sorozat ugyan-
abban az elfogadé konfiguracioban végzodik.

Ha |w| = m, a kezdé konfigurdciébdl elérheté konfigurdcidk szama c;n2°(f(?) = 20(f(n))
mérete < caf(n). (f(n) > logn.)

A tovabbiakban csak legfeljebb ilyen méretti konfiguracidékat tekintiink.
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Savitch tétele
TEST : Adott kq, ko konfigurdciokra és t, ¢ szamokra

1. Hat = 1, ellendrizziik, hogy k1 = ko vagy k1-bol ko legfeljebb egy 1épésben megkaphato-
e.

2. Ha t > 1, akkor minden k legfeljebb ¢ méretli konfiguraciora:

3. TEST (k1,k, [£],1)
4. TEST(k,kz, [L],4)
5. Ha mindkett6 igaz, akkor TEST (ki, k2, t,1) is az.

6. Ha kordbban nem ért véget az eljards igaz-zal, akkor TEST (kq, k2, t,%) hamis.
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Savitch tétele

Az N determinisztikus Turing-gép ¢ = 1,2, 3, ... esetén

1. teszteli, hogy a kezdGkonfiguraciébdl elérheto-e az elfogadd konfiguracié ugy, hogy kozben
csak legfeljebb ¢ méretii konfigurdacién haladunk &t,

2. majd ha 1. nem teljesiil, teszteli, hogy egyaltalan elérheté-e ¢ méreti konfiguracié. Ha
nem, akkor elutasitja a bemenetet. Kiilonben ¢-t 1-gyel noveli.

A legnagyobb i-érték, melyre TEST meghivasra keriill caf(mn)-nél nem nagyobb, és a
legnagyobb t érték legfeljebb 29(f(1)

Rekurziéban a legnagyobb mélység: O(f(n)) = log 2°(f(n))
Egy hivas tarigénye: O(f(n))

Osszes tarigény: O((f(n))?)
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A PSPACE és NPSPACE osztalyok
Definicid

PSPACE = | | SPACE(n*) NPSPACE = | | NSPACE(n*)
k>0 k>0

Kovetkezmény PSPACE = NPSPACE

Vildgos, hogy: P C NP C PSPACE C EXPTIME, ahol

EXPTIME = | | TIME (2”‘“’) .
k>0

Ismert, hogy P C EXPTIME. Az a sejtés, hogy mindegyik tartalmazas valodi.
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QBF PSPACE-teljes
Def. oBr = {{¢) : ¢ igaz prenex alaki zart Boole-formula }

Példa Elazl‘v’azzflazg[(wl Vv wz) VAN (332 Vv :133) AN (Ez \Y 53)] € QBF
JxvVyl(z V y) A (T V Y)] € QBF

Tétel QBF PSPACE teljes.
Bizonyitdas QBF € PSPACE

Adott () bemeneten

1. Ha ¢ kvantormentes, akkor csak konstansokat tartalmaz, igy értékeljik ki.

E?‘ 2. Ha ¢ = Faxp alaki, akkor hivjuk az eljarast (ip)-re el6szor az = 0 majd az
- x = 1 értékkel. Ha valamelyik hivés elfogadja bemenetét, akkor (1)) € QBF, kiilonben
2 (1) & QB
— 3. Ha ¢p = Vx) alaki, akkor hasonléan, de abban az esetben fogadjuk el a bemenetet,
ha mindkét hivas elfogad.
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QBF PSPACE-teljes
QBF PSPACE-nehéz

Legyen L € PSPACE, mondjuk L eldontheté az M O(n*) tarigényli determinisztikus
Turing-géppel, ahol k > 1. Most feltehetd, hogy a Turing-gép 1-szalagos, mert a tarkorlat
szuperlinearis.

Adott w sz6hoz szeretnénk olyan |w| = m-ben polinom méretii formulat késziteni, mely akkor
és csak akkor van QBF-ben, ha w € L(M). Feltehetd, hogy n hosszu szavakon M elfogadas
esetén mindig ugyanabban a konfiguracioban all meg.

A konfiguraciok leirasahoz Boole-valtozdkat haszndlunk, mint Cook tételének bizonyitasaban.
Egy konfigurdcié lefrasdéhoz O (n*) valtozé sziikséges.

Mivel az elérhetd konfigurdcick hossza O (n*), ezért az id6igény 20(n*)
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QBF PSPACE-teljes

De, .o jeloljon olyan formulat, mely akkor és csakis akkor igaz, ha a ¢; konfiguraciébdl
elérhetd t 1épésen beliil a ¢y konfigurécio.

Per,ez,1 konnnyen felirhaté, hossza O (nk).
Legyen t > 1.

Perseat = I[Py e, 181 N Pesea, 11

Ez a médszer exponencialisan hosszi formulakat eredményez!

Per.eas = VAV [((d — e Ad = c)V
(d=cANd =cp)) —
Pd,d,[4]
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QBF PSPACE-teljes
Megjegyzés

e QBF akkor is PSPACE-teljes, ha a formula magja knf, a kvantorok alternalnak, és az
els6 kvantor 3 (esetleg az utolsé is 3).

e Ekkor QBF felfoghato kétszemélyes jatékként.
Adott ¢ = A1 Vedxs ... Qe

— az 1. jatékos valasztja az xq1, 3, ... valtozdk értékét és célja ¢ igazza tétele,

— a 2. jatékos valasztja felvaltva az g, 4, ... értékét, célja 1 hamissa tétele.

Y € QBF & az 1. jatékosnak nyerdstratégidja van.
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FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes

FOLDRAJZI JATEK:

Adott egy G irdnyitott graf egy p kezdocsicsbol. Két jatékos p-bdl indulva felvéltva egy olyan
ut csucsait nevezi meg, mely nem halad at mar meglatogatott csicson. Az a jatékos veszit,
aki nem tudja folytatni. A probléma annak eldontése, hogy az elsé jatékosnak van-e nyer6
stratégiaja.

Tétel A FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitds Az, hogy PSPACE-ben van, a QBF-hez hasonléan igazolhato. Azt, hogy
PSPACE-nehéz, a QBF-bdl valé visszavezetéssel igazoljuk.

Legyen adva a ¢ formula
@ = dx Vaeodxs . . . Jxpyp k paratlan
Y=cy N...N\N¢c,, knf
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FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes
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Az L és NL osztalyok

Definici6 L. = SPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

Példa ELERHETOSEG € NL.

Vilagos, hogy
L C NL C P C PSPACE.

Az is ismert, hogy NL C PSPACE. Az a sejtés, hogy a fenti tartalmazasok mindegyike
valodi.
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Logaritmikus tarral valé visszavezetés

Definicié Legyen Ly C X7, Ly C 33, Azt mondjuk, hogy az f : X7 — X3 fiiggvény az L,
logaritmikus tarral valé visszavezetése Lo-re, ha

Vw (w € L & f(w) € Ls)

és f kiszdmithato O(logn) tarkorlatos determinisztikus Turing-géppel.

Definicié Azt mondjuk, hogy Ly C X7 logaritmikus tarral visszavezethetd az Lo € X3
nyelvre, ha létezik olyan f : X7 — X7 fiiggvény mely az Li-nek az La-re valé logaritmikus
tarral valé visszavezetése. Jelolés: Ly <; Lo.

Allitas Ha Ly <; Ly akkor Ly <, Ls.

Tétel A <; relacié elérendezés.
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Logaritmikus tarral valé visszavezetés

Tétel NL = coNL.

Tétel Az ELERHETOSEG NL-teljes a logaritmikus tarral valé visszavezetésre.

Dr. Esik Zolt4n
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Hierarchia .
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