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Bevezetés

Kiszamithatdsdg elmélet 1930-as évek kozepétol
Mely feladatok oldhaték meg algoritmikusan (=szamitégéppel)?

Bonyolultsagelmélet 1970-es évek elejétol
Mely feladatokat lehet hatékonyan megoldani szamitogéppel?

Hogyan lehet a szamitogéppel megoldhato feladatokat osztalyozni a megoldasukhoz
szitkséges eroforrasok mennyisége szerint?

Automatdk és formalis nyelvek
elmélete 1950-es évek kozepétol

Alapul szolgél a fenti két tertilethez de szamos egyéb alkalmazasi tertilete is van:

forditoprogramok, szerkesztOk, logika és programozasi logikdk, szekvencidlis
aramkorok, idegi folyamatok modellezése, mesterséges intelligencia,. . .
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Bevezetés

Automatéak és formalis nyelvek
Véges automatak és regularis nyelvek
Veremautomatak és kornyezetfiiggetlen nyelvek

Chomsky-féle hierarchia

Kiszamithatésag elmélet
Turing-gépek és a Church—Turing tézis
Eldonthetd nyelvek és rekurzivan felsorolhaté nyelvek
A megallasi probléma eldonthetetlensége

Egyéb algoritmikusan megoldhatatlan problémak

Bonyolultsagelmélet
Bonyolultsagi osztalyok
A P és NP osztalyok
Visszavezetés és NP-teljes problémak

PSPACE, L, NL
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Szavak és nyelvek

Definicié (Szavak) Legyen 3 véges nemiires halmaz. n a % elemeibél (betiiibol)
képzett véges sorozatot értiink:

W=wWy... W, w;,€X 1=1....n
Az n nemnegativ egész szamot a nevezzilk. Jelolés: |w|. A 0 hosszusdgu szot
az nak nevezziik, jelolése e.
Példa ¥ = {0,1}
w = 01001 |w| = 5
w = 000=0 |0 = 3

Jelolés Y* jeloli a X feletti szavak halmazat.
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Szavak és nyelvek

Definicié (Nyelv) en a X* egy részhalmazat értjiik.

Példa ¥ = {0,1}

Véges nyelvek:

{0,01,001}, {e}, {e.,10}, o©

Végtelen nyelvek:

¥ {01 :n,m >0}, {0"1":n >0}
{w e ¥* :|w|p = |w)}, {0"1™0"™ :n,m > 0},

{07 : p primszam}

Itt |wl|o a w-ben eléforduld 0-dk szama.
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Véges automatak

Definicié (Véges automata)

(@,%,9,q, F)
Q: véges, nemiires halmaza
PO (betiik) véges, nemiires halmaza
0:QxXX—=Q:
Qo € Q:
FcQ
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Véges automatak

Véges automatak abrazoldsa iranyitott, cimkézett graffal (dtmeneti diagram)

0 1
() o
M - %@;QB
0,1

Q = {Q1>Q2>Q3}

» ={0,1}

4
q1 | q1 42
q2 | 43 42
q3 | 92 42

Kezdoallapot: ¢,

F={g}
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Véges automatak

Q= {90, a1}
¥ =40,1}
d:
q |9 G1
1|19 G1

Kezdoallapot: qq

0
() 1
R ae]

Végallapothalmaz: F' = {qo}

Dr. Esik Zolt4n
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Véges automatak

Q={qw,n}
» = {0,1}
4
Go |90 1
q1 1491 4o

Kezddallapot: qg

F={q}

0

1
e 0
1

Dr. Esik Zolt4n
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Véges automatak

Altalanositas

Legyen n > 1.

Q = {q0>"'>qn—l}

> =1{0,1}

Kezdoallapot: gg

F= {CIO}
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Véges automatak

Definicié (szamitasi sorozat) Legyen M = (Q,%,0,qo, F') véges automata, ¢ € Q, w =
wy ... w, € 35" (w; € 5,1 =1,...,n). Azt mondjuk, hogy egy

To,T1y---5Tn
allapotsorozat az M ¢-bol indulé a a w szon, ha
1. ro=¢q
2. rizé(ri_l,wi) 7::1,...,71
az ro,ri,...,T, szamitasi sorozat, ha r, € F. Azt mondjuk, hogy M
a w szot, ha létezik a ¢y kezdédllapotbdl indulé sikeres szamitdsi sorozata a w szon.
Végiil az M altal . L(M) ={w € ¥* : M elfogadja w-t}.
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Felismerhet6 nyelvek

Definicié Egy L C >* nyelvet
mely L-et felismeri: L = L(M).

Példa ¥ = {0,1}

nek neveziink, ha létezik olyan M véges automata,

o {w e X*:w utols6 betijje 1} = {ul : u € ¥*}

o {weX:|wl;=0mod 2}

e {w € ¥X*:00 és 11 nem fordulnak eld rész-széként w-ben}

felismerhet6 nyelvek.

Példa {0™1™ : n > 0} nem felismerhetd

Dr. Esik Zoltan
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> mint monoid

> mint monoid:

Az u - v helyett altalaban uwv-t frunk.

U,V EX, U=1Up... Uy, V="1...Up konkatenici
UV =U]...UpV]...Up mivelete
Tulajdonsagok:
(u-v)-w = u-(v-w) (asszociativitas)
u-e = u (¢ egységelem)
eu = u

Dr. Esik Zoltan
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Miiveletek nyelveken

Legyenek L, Ly C »*.

LiUL, = {weX :we Lyvagy w € Ly} halmaéelf?ele“
LiNL, = {we¥ :weLiéswée Ly} F?lgy oote-
Li = {weX:w¢gl ee
! { # L} miiveletek
Ly Ly = {uv:ue€ Lj,ve Ly} konkatendcid
Ly = {ur...up:n>0,uy,...,u, € L1} (Kleene) iterdcié
L - Ly helyett altalaban L Lo-t frunk.
Regularis miveletek:
egyesités, konkatenacio, iteracié
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Miiveletek nyelveken
Példa
e {01,10} - {00, 11} = {0100,0111, 1000, 1011}

e {01} ={(01)":n >0} = {w: w-ben 00 és 11 nem rész-szavak; ha w # ¢, akkor w els6
betiije 0, utols6 betiije 1}

o {1,e}{01}*{0,e} = {w : 00 és 11 nem rész-szavak }

Megjegyzés

e Y felfoghaté a >* részhalmazaként, igy alkalmazhaté ré az iterdcié mivelete, melynek
eredménye a Y-feletti Osszes szavak halmaza.

o o ={e}
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Miiveletek nyelveken

Néhany azonossag:

LiU(LoULs) = (LyULy) ULy Ly« (Lo-Ls) = (Ly- L) Ls

L1UL2:L2UL1 L{&}:L
LUL=L {e}-L=1L
LU =1L L-9=0

g-L=0o

Ll : (L2 U L3) = (L1 : Lg) U (L1 : L3)
(L1 ULg)- Ly = (Ly-L3)U(Ly- Ls)
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Miiveletek nyelveken

(LiU Ly) = (L7 L2)" L}
(Ll . LQ)* {6} U Ll(LQ . L1>*L2
L = (LM'({eYULU...UL™Y) (n>2)

Rovidités:

Lt = L-L*=L*-L

L" = L-...-L (n-szer), L°={e}
Allitas

L* = U,soL” e T

Lt = Uypyln tehat L* = Lt U {e}
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Regularis nyelvek

Definicié Egy L C ¥* nyelvet nak neveziink, ha el6all az
@, {a} (aeX)

nyelvekbdl a harom reguldris miivelet véges sokszori alkalmazasaval.

Tétel (Kleene) Egy nyelv akkor és csak akkor felismerheté, ha regularis.
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I
Allitas A felismerhetd nyelvek zartak a hamazelméleti miiveletekre:
L felismerheté = L felismerhetd

L4, Ly felismerhetéek = Ly U Loy, L1 N Ly felismerhetéek.

Bizonyitas

Komplementerképzés:
L= L(M), M = (Q,%,8,q, F)
Legyen M = (Q,%,0,q, F), F=Q—F.
Ekkor
L) =T.
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I
Egyesités és metszetképzés:
Li=L(M), M, =(Qi,%,6,q,F), i=12
Legyen @ = Q1 X Q2
0:QxX—=Q, 0((s1,82),a) = (01(s1,a),02(s2,a))
$1E€EQ1, S9E€Qy, a EX

q = (q1, q2)
Fu=F X QaUQ X Iy
Fr=F x Fy
My, = (Q, 3,0, QO,FU) Mn = (Q7 ¥, 9, qo, Fm)
Ekkor:
L(My) =L, UL, L(Mn)=LiN Ly
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Véges nemdeterminisztikus automata

Véges nemdeterminisztikus automata:
e adott dllapotbdl adott jel hatdsara tobb (esetleg 0) dllapotba is dtmehet,

e iires sz0 hatasara is allapotot valthat.

Példa 0,1
— qo L 1 0.e q2 1 @
Q: {QO>C]1>Q2>QS} 5 0 1 e
¥ =40,1} 9 | {20} | {90, 01} | @
Q1 | a2} ) {a2}
kezdoallapot: qq | @ {qs} o
QG| 9 16} %)

végallapotok: q3
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Véges nemdeterminisztikus automata

Definicié (iires atmenetekkel ellatott)
(Q,%,6,q0, F)

rendszer, ahol @), Y, qo, F' ugyanazok, mint véges automataban, tovabba
d:QxX. = PQ)

leképezés, ahol
Y. =XU{e}
PQ)={Q : Q' CQ} (Q hatvanyhalmaza)
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Véges nemdeterminisztikus automata

Definicié (szamitasi sorozat) Legyen M = (Q, %, §, qo, F') véges nemdeterminisztikus automata,
w € ¥*, q € Q. Azt mondjuk, hogy egy

To,T1y--+, T (nZO)
allapotsorozat az M ¢-bdl induld a w szén, ha w felirhaté
wW=wi...W,, W, €Y, t1=1...,n
alakban gy, hogy
ro=qésr; €0(ri_,w;) i=1,...,n.
az ro, T, ...,y szamitasi sorozat, ha r,, € F. Tovabba M a w szot, ha létezik

a qo kezdoallapotbdl induld sikeres szamitasi sorozata a w szon. Végil az M altal
: L(M) = {w € ¥* : M elfogadja w-t}
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Véges nemdeterminisztikus automata

Példa (A korabban definidlt automatéra)

Felismert nyelv: {u € {0,1}* : u 101-re vagy
11-re végzédik}

Szamitasi sorozatok a
Qo w = 1101 szon:

1 qo\i m\s\ do; 90 905 9o, o

40, 40, 90, 90, 41

1 401 42 q2 43
1
do a1
ié‘ 40, 40, 90, 90, 41, 42
q2
90, 90, 91,92, 43
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Véges nemdeterminisztikus automata

Tétel Minden véges nemdeterminisztikus automatédval felismerheto nyelv felismerheté véges
automataval.

Bizonyitds M = (Q, 3,9, qo, F') véges nemdeterminisztikus automata.

XCQ: X= {s: Jq € X melyre létezik olyan ¢-bol
indulé szamitasi sorozat az € széra, mely
s-ben végzodik}
={s:3rg,r1,...,1,n>0,19 € X,
ri € 0(ri—1,€),i=1,...,n,1, = s}

)?azX
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Véges nemdeterminisztikus automata

M’ = P(M) = (P(Q), %, 5", Qo, F)

8 PQ)xE—=PQ) §X,a)=Y,Y =U,exd(q,a)

Qo = {a0}

F={XCQ: XNnF+o)}
Ekkor

L(M') = L(M).

” venni.

|P(Q)| = 29I, Elegend6 azonban M’ |,
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Véges nemdeterminisztikus automata

Példa (A korabbi véges nemdeterminisztikus automata determinizalasa)

0
1
{0} {q0.q1, 02}
0
{CIO7Q17
(a0 12 ey [
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Véges nemdeterminisztikus automata

Allitds  Adott n > 1 esetén legyen L, = {0,1}*- {1} - {0,1}" ' = {w € {0,1}* : |w| >
n és w hatulrdl n-ik jele 1}.

Ekkor L, felismerhet6 n 4+ 1 éallapotd nemdeterminisztikus automataval, de minden L, -et
felismeré (determinisztikus) automaténak legaldabb 2™ dllapota van.

Bizonyitas

0,1
_}@ L, 01 01 01 .

felismeri L,,-et.
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Véges nemdeterminisztikus automata

Tegyiik fel, hogy M = (Q,{0,1},6,qo, F') véges (determinisztikus) automata mely felismeri
L,-et. Minden u € {0,1} széra jelolje gou azt az allapotot, melyre a go-bol induld szamitasi
sorozat végzodik az u szoén.

Ha u # v n-hosszi szavak {0, 1}*-ban, akkor gou # gov.

x 0 Y

u . )
yl=1lyl=n—-i-1

v .

x' 1 y

Ha gou = qov, akkor qou0’ = qov0?, igy
u0® € L, & v0" € L,

= Q[ =2".
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I1

Allitds A felismerhets nyelvek osztdlya zért a konkatendcidra:

L1, Ly felismerheték =- L - Ly felismerhet6

Bizonyitas M, = (Qi, 5,6, 4, F) i=1,2
A,E R %} 4,[ G%} QiNQy=a L(M;)=L;
M M2 Ml 'M2 = (QlUQ27Z757q17F2)
61(q,a) e — I
: ; £ E G ) di(g,a) g€ Fl,a#e¢
. c %J 5(q,a>_ 61(q7a)u{q2} qEFba:g
My - Mo da(q; a) q€Qy
L(M1 . MQ) = L1 . L2
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai 11

Allitds A felismerhetd nyelvek osztalya zért a Kleene-féle iterdcidra:

L felismerheté = L* felismerhetd

Bizonyltas M= (Q,%.0,q0,F) L(M)=L
©
- ® M* = (Q U {80},2,(5*,80,FU {80})

M 6(q,a) 1€EQéqgF
d(q, a) geEFésa+#e
= 0.(¢,a) = ¢ 0(q,a) U{q} g€ Fésa=e¢
e {a0} g=soésa=c¢
%) q=35syésa#e

L(M*) = L*
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Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonsagai I1

Megjegyzés Nemdeterminisztikus automatakat felhasznédlva 14j, egyszertibb bizonyitas adhato
arra, hogy a felismerheto nyelvek zartak az egyesitésre.

. ®
Ml:
NG
20!

Mg:

LM, U My) = L(M,) U L(M,)
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Regularis kifejezések

Definicié Legyen ¥ véges, nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy (3 felett),
ha:

1. R = a valamely a € ¥-ra, és ekkor R az {a} nyelvet jeloli, vagy

2. R = @ és ekkor R az & nyelvet jeloli, vagy

3. R=(Ry+ Ry) és ekkor R az R; és R, altal jelolt nyelvek egyesitését jeloli, vagy

4. R=(R;- Ry) és ekkor R az R; és R, altal jelolt nyelvek konkatenaci6jat jeloli, vagy
5. R = (Ry) és ekkor R az R; altal jelolt nyelv iterdcidjat jeloli,

ahol Ri, Ry regularis kifejezések.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #33



Regularis kifejezések

Megjegyzés A felesleges zardjeleket elhagyjuk és megegyeziink abban, hogy * er6sebben kot,
mint -, ami er6sebben kot, mint 4+. A - jelet altaldban elhagyjuk. Rovidités: @* helyett e-t
irunk.

Példa
o 0(0L+10)L+¢  {e0011,0101}
e 0(0+1)%1 {w : w 0-val kezdédik, 1-el végz6dik}
e (0+¢)(10)"(1+¢) {w: 00 és 11 nem rész-szavak}
o (0% {w : w péros hosszu és
csak 0-t tartalmaz}
e (0*10*1)*0* {w : w péros sok 1-est tartalmaz}

Allités Egy L C ¥* nyelv akkor és csakis akkor regularis, ha jelolhetd regularis kifejezéssel:
L = |R| valamely R regularis kifejezésre.
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Kleene tétele

Allitds Minden reguléris nyelv felismerhetd

Bizonyitds Legyen R egy X feletti regularis kifejezés. Az R felépitése szerinti indukciéval
igazoljuk, hogy |R| C ¥* felismerhetd.

R=a,aecX - 50

R=9o — -

R = (R + Ry) Ekkor |R| = |Ry| U |Ry| és az allités
kovetkezik az indukcids feltevésbdl és
abbdl, hogy a felismerhet6 nyelvek
zartak az egyesitésre.

¢ R=(R;-Ry) Indukciés feltevés + konkatendciéra
valé zartsag.

e R=(R)) Indukciés feltevés + iteraciéra vald
zartsag.
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Kleene tétele

Lemma Minden felismerhet6 nyelv felismerheté olyan véges nemdeterminisztikus automataval,
melynek pontosan egy végéllapota van, a végallapotbdl nem indul atmenet, a kezddéallapotba
nem vezet atmenet, tovabbé a kezddallapot kiillonbozik a végallapottol:

M = (Qa 2767 qo, {Qf})
(g, a) =@ a€X.

g € 0(q,a) q€Q,acX,

Bizonyitas
O] c 5
f )
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Kleene tétele

A tovabbiakban olyan véges iranyitott grafokat fogunk tekinteni, melyeknek:
1. Ki van jelolve egy qo ,,bemend” csticsa.
2. Ki van jelolve egy ¢y ,.kimend” cstcsa, gy # ¢ .
3. go-ba nem vezet él és ¢y-bol nem indul €él,
4. ettol eltekintve barmely két ¢q, g2 cstcsra pontosan egy ¢;-bél go-be vezeto él van.
5. Minden él egy regularis kifejezéssel van cimkézve.

A példdkban nem tiintetjiik fel az &-zal cimkézett éleket. A gy-tol és gp-tl kiilonbozo cstcsokat
nak nevezziik.
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Kleene tétele

Allitds Minden felismerheté nyelv regularis.

Bizonyitas Legyen L = L(M), M = (Q, X, 0, qo, {qr}) mint az el6z6 lemméban.

o M-et felfoghatjuk gy, mint cimkézett irdnyitott grafot. Adott ¢, ¢'-re (¢ # qr, ¢ # qo) a
qg — ¢ él cimkéje:
S(a: ¢ €d(q,a))

e Ha a grafnak nincs belsé cstcsa, a gg — g5 ¢l cimkéje olyan reguldris kifejezés, mely az
L-et jeloli.
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Kleene tétele

e Redukcids 1épés. Ha a bels6 cstucsok szama pozitiv, akkor 1-gyel csokkentjiik ezek szamat
mindaddig, amig van belsé cstics. Legyen s belso cstcs.

QRSS

S
Rqs qu’

’ qu’ + (RqS) ) (RSS)* ) (qu’) /
q q q

qu’

Tehdt: elhagyjuk az s csticsot, és minden ¢, ¢ -re (¢ # g7, ¢ # qo) a ¢ — ¢ cimkéjét
qu/-r()'l qu/ + (Rqs) : (Rss)* ' (RSQ/)_re

valtoztatjuk.
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Kleene tétele

Indukcioval bizonyithato: Minden lépésben egy q — ¢’ él cimkéje azt a nyelvet jeloli, mely
az Osszes olyan szébdl all, amely mentén ¢-bol el lehet ¢’-be jutni tgy, hogy minden kozbiilsé
allapot mar korabban elhagyott.

Megjegyzés Az eljaras gyorsithaté azzal, hogy kezdetben elhagyjuk az 6sszes olyan csicsot,
1. amely nem érheto el go-bol, vagy

2. amelybdl nem érhetd el g.
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Kleene tétele

03

g(b +aa)" + (b+a(b+ aa)*ab)(bb+ (a + ba)(b + aa)*ab)" (¢ + (a + ba)(b + aa)*g9

Sl

bb + (a + ba)(b+ aa)*ab

—

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #41



Regularis nyelvek pumpalé lemmaja

Minden L C X* regularis nyelvhez 1étezik olyan p szam, hogy valahényszor az u € L sz hossza
> p, u felirhato
u=xyz

alakban gy, hogy

1. zy'z € L minden i > 0 szamra,
2. |yl >0,

3. |zy| < p.
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Regularis nyelvek pumpalé lemmaja
Bizonyitds L = L(M) M = (Q,%,0,qo, F) véges automata.
Legyen p = |Q|. Ha u € ¥* |u| > p és u € L, akkor a ¢o-bdl indulé qo, g1, . ., ¢, szémitési
sorozatra az u szon teljesiil, hogy:
L ful=n=p,
2. q, € F,
3. 3,5, 0<i<ji<p, @=gq

Legyen = az w ¢ hosszu kezdoszelete, y az x-et kovetoé j — ¢ hosszi rész-szo, z az u n — j hosszi
zaroszelete. Ekkor az u = xyz felbontasra teljesiilnek a Lemma allitasai.
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Regularis nyelvek pumpalé lemmaja

Példa Az L = {0"1" : n > 0} € {0,1}* nyelv nem reguldris.

Bizonyitas Belatjuk, hogy

Vp Fue L |ul>p Vr,yz
u=uazyz, |vy|<p, |y/>0 = Fi xy'z¢L.

Legyen p tetszoleges. Tekintsiik az u = 0P1P szét. Tth. x,y,z olyan szavak, melyekre
u = zyz,|ry| < pés |y| > 0. Ekkor zy csupa 0-bdl all, és y tartalmaz legalabb egy 0-at. Ha
tehdt i # 1, akkor az zy‘z széban a 0-dk szdma kiilonbozik az 1-ek szamétol, tehdt ¢ # 1 esetén
ry'z & L.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok: Chomsky, ~ 1960

Természetes nyelvek struktiraja

Programozasi nyelvek

Nyelvek rekurziv megadasa:
L={0"1":n>0}
ecclL
eucl=0ulecl
L={ue{(,)}*: uhelyesen zardjelezett}
ecclL
eucl=(u)elL

e uveLlL=u € L.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

V' véges nemiires halmaz:

> véges nemiires halmaz:

SeVa

Definicié egy G = (V, X, R, S) rendszer, ahol

halmaza

halmaza, VN =@

R: A — w alaku véges halmaza, ahol

AeVwe (VUx)

Dr. Esik Zoltan
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Példa

S — e
1
S s 091 (S — 0S1]¢)

V ={S},¥={0,1},
R={S — ¢S — 051},
S = 051= 00511 = 0005111 = 000111

S

N
0 S 1

PRI
PN

(e ()
O—Un—WU
[ [

kezddszimbolum: S

derivacid

derivacios fa

Dr. Esik Zolt4n
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
Definicié Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, u,v € (V U X)*.

1. Azt mondjuk, hogy u a v sz6t, u = v, ha létezik az u = uy Augy és
v = ujwus felbontéas ugy, hogy A — w € R.

2. Egy ug,u1,...,u, (n >0) sorozatot a neveziink, ha

Uy = U, Uy =V

Ui—1 = U 7::1,...,71
3. Azt mondjuk, hogy a , ha létezik a v-nek u-bol vald
derivacidja: u =* v.
4. A
LG)={we¥:S="w}
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Példa

S — SS|(S)|e
S=55=(9)5=((9)S=(0)S= (0)S)= ()0

s/s\g
P
( S ) ( S )
T |
( 5" ) £
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Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok
Példa
K
K—K+T|T ff + C‘F
T —-TxF|F T F
F— (K)|a | |
F a
K = K+T = T+T — ]\(\
= F+T = (K)+T ( | )
= (I+T = (I'xF)+T T
= (F«xF)+T = (Fxa)+T T/\\F
= (F*a)+F:> (axa)+ F | ¥ |
= (ax*xa)+ F a
i
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Derivaciés fak
Definicié Legyen G = (V, %, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. G feletti olyan
véges, irdnyitott, rendezett fa, mely csiicsai a V' U X U {e} halmaz elemeivel cimkézettek tgy,
hogy valahdnyszor egy cstcs és leszérmazottainak cimkéi rendre X, X;,.... X, (n > 1),

mindannyiszor X — X;...X, € R. Tovabbd minden levél cimkéje az {¢} U ¥ halmazban
van, és ha egy csiucs valamely leszarmazottja e-nal cimkézett, akkor a csucsnak egyetlen
leszarmazottja van.

Ha a gyokér cimkéje X, akkor azt mondjuk, hogy a

A derivacios fa leveleinek, illetve a levelek cimkéinek sorozata a . Ez egy
>*-beli sz0.
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Derivacios fak

Allitdss Ha X =* u € ©*, akkor 1étezik olyan X-bél induld derivéciés fa, mely hatéra w.

Bizonyitas (vézlat)

X=y=>v=>...2v, =u

n = 0. Ekkor X =u € ¥ U {e}. ‘U

n > 0. Legyen v; = X;...X,,. Ekkor u felbonthaté wu; ...u,, alakban tgy, hogy
minden i-re X; =* u; kevesebb, mint n 1épésben.

fgy léteznek A derivaciés fak.

Ezek felhasznéﬁiétséval: X
X1 e Xm
Uy U Um,
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Derivacios fak
Allitds Ha létezik olyan X-bdl indulé derivacios fa, melynek hatara az u € ¥* sz6, akkor
X =% u.

Bizonyités (vazlat)
A derivaciés fa n mélysége szerinti indukciéval.

n =0. Ekkor X =u € ¥ U {e}. Nyilvan X =* u.
n > 0. Ekkor a fa X alaku.

X1 Xm

U1 U2 Um,

Az indukcios feltevés szerint X; =* u;, i =1,...,m. fgy X=X...X,="
w1 Xo ... X = wueXs. .. X, =T uiuy .. Uy, = U

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomédny alapjai — slide #53



Baloldali derivacio

Megjegyzés Az el6z6 konstrukciéval hoz jutunk. Azt mondjuk, hogy egy
Uy = U = ... = Uy,

derivacié baloldali, ha minden i < n szamra wu;,; Ugy all el6 az u; sz6bol, hogy az wu;-ben
el6fordulo els6 nemterminalist irjuk at. k hasonléan definialhatoak.

Baloldali derivacio jelolése:

*
Uy =] UL = ... =] Up, VAZY Uy =] Uy
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Derivacios fak és baloldali derivaciok

Kovetkezmény Legyen G = (V,3, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. A kovetkezbk ekvi-
valensek egy u € X* szora:

1. ue L(G)
2. S=7u

3. Létezik olyan S-bdl indulé derivacios fa, melynek hatara w.

Megjegyzés Egy u € ¥* szonak az S-bdl induld derivacios fai és az S-bdl induldé baloldali
derivaci6i kozott kolesondsen egyértelm@i kapcsolat van. A G = (V,3, R, S) nyelvtant

nek nevezziik, ha minden u € L(G) szénak pontosan egy S-bél indulé baloldali
levezetése (derivacios faja) van.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Definic6 Egy L C X»* nyelvet nek neveziink, ha létezik olyan G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L = L(G).

Allitds Minden regularis nyelv kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas
LCY L=L(M),M=(Q,X%,9,q, F') nemdeterminisztikus véges automata.

G: (Q>Z>Ra q0)
R={q—aq :qd €d(qa)}Uu{qg—c:qecF}

Ekkor L = L(G)

A megadott nyelvtan jobblinearis.
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Kornyezetfuggetlen nyelvek
Masik bizonyitas

E reg. kifejezés — Gg = (Vg, X, Rg, Sg) nyelvtan

e acEX Go=({5}hH%,{S —a},9);Gs = ({5}, %,2,9)

° E:(El—l-Eg) GE:(VElUVE2U{S},E,RE1URE2U{S—>SEI,S—>SE2},S)
feltessziik, hogy Vg, NVg, = 3,5 & Vg, U Vg,

o E = (E1 'Eg) GE = (VE1 U VE2 U {S},Z,REl U RE2 U {S — SE15E2},S),
Ve, N Vig, =3,5 & Vg, U Vg,

o E:(El)* GE':(VE1U{S},Z,RE1U{S—)SSEI,S—)€},S),SgVE‘I
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek

Tétel A kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis miveletekre.
Bizonyitas Lasd az el6z6 konstrukciokat.

Megjegyzés A kornyezetfliggetlen nyelvek nem zartak a komplemens és metszet képzésre.
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Chomsky normalforma

Definicié Egy G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan ,
ha R minden szabalya
A — BC vagy A — a alak,

ahol A, B,C € V,a € X, esetleg az S — ¢ szabaly kivételével, de ekkor S nem fordul el6
egyetlen szabaly jobboldalan sem.

Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv generalhaté olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtannal, mely
Chomsky normal forméban adott.

1. € jobboldalu szabalyok elimindlésa.

2. Léancszabdlyok eliminalasa.

3. Jobboldalak atalakitasa.
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Chomsky normalforma
Legyen G = (V. X, R, S).
1.1. Meghatérozzuk azon A € V nemterminélisok halmazat, amelyekre A =* ¢.

- W={AeV:A—cecR}

— Mindaddig, amig van olyan A — w szabaly, melyre A € V — Vj és w € V", legyen
Vo :=VoU{A}.

Allitdas A€V, o A=*e.

1.2. Elhagyjuk az osszes A — ¢ alaki szabdlyt, tovabbd minden A — w, w € (V UX)T alaku
szabalyt helyettesitiink az Osszes olyan A — w’ szabdly halmazaval, ahol w’ # e gy all
el6 w-bol, hogy w-ben torlink minden lehet6ség szerint néhany Vp-beli nemterminalist.
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Chomsky normalforma

1.3. Amennyiben S € Vj, felvesziink egy 1j Sy, nemtermindlist és az Sy — £,5) — S
szabalyokat. Sy lesz az 1j kezd6szimbolum. Ha S ¢ Vj, akkor S marad a kezd6szimbdélum.

Allitds Az fgy el6alls G/ = (V. 35, R, S") nyelvtanra teljesiilnek az alabbiak:
(a) L(G) = L(G)

(b) R’ nem tartalmaz ¢ jobboldali szabdlyt az esetleges S’ — ¢ szabdly kivételével, amikor
is S” nem fordul el6 szabdly jobboldalén.
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Chomsky normalforma

Tekintsiik a G' = (V' X, R', S") nyelvtant.

2.1. Minden A € V'’ nemtermindlisra hatdrozzuk meg az Osszes olyan B € V' nemterminalis
halmazat, amelyre A =* B teljesiil.

2.2. Hagyjuk el az osszes A — B, A,B € V' lancszabalyt, majd vegyiik az Osszes olyan
A = w,w ¢ V' szabélyt amelyekre 1étezik olyan B, hogy

A=*Bé B—weR.
[gy kapjuk a G = (V" 5, R",S") nyelvtant.
Allitas L(G) = L(G"). Tovédbba G"-re teljesiil, hogy ldncszabaly mentes, és egy esetleges

S" — e szabaly kivételével minden szabaly jobboldala e-t6l kiillonboz6. Ha S” — e szabdly,
akkor S” nem fordul el6 szabaly jobboldalan.
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Chomsky normalforma
Tekintsiitk a G” = (V" X, R",S") nyelvtant.
3.1. Minden a € Y-ra vegyiink fel egy X, nemterminalist és az X, — a szabalyt.

3.2. Minden R"-ben 1év6 nem A — a alaku szabély jobboldaldn az a termindlis minden egyes
el6fordulasat helyettesitsiik X,-val.

3.3. Majd minden egyes igy atalakitott szabalyra, mely jobboldalanak hossza > 2, végezziik
el az alabbiakat.
— Legyen a szabdly A — A;... A, (n>2)
— Vezgessiikk be az A — A1By, By — A3Bs, ..., B,_o — A, 1A, szabélyokat, ahol

By, ..., B,_5 4j nemterminalisok.

— Az A— Ay... A, szabélyt cseréljiik ki az 1j szabalyokkal.
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Chomsky normalforma
Allitds A G"-bdl {gy kapott G = (V,%,R,S) nyelvtan Chomsky normal formaban van és
L(G) = L(G).
Megjegyzés
e Ha G = (V,%, R, S) Chomsky normal formaban van, akkor ¢ € L(G) < S — ¢ € R.

e A bizonyités algoritmust ad arra, hogyan konvertaljunk egy tetszoéleges kornyezetfiiggetlen
nyelvtant Chomsky normél forméba.
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Chomsky normalforma
Példa
ASA|aB

B|S Vo = {A, B}
ble

W »
Ll

ASA|AS|SA|S|aB
ASAASISAISIBIe g gy

b A=*S

o @
1

ASA|AS|SA|aB|a
b| ASA|AS|SA|aB|a
b

W »
Ll
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Chomsky normalforma

S — ASA|AS|SA|X.B|a

A — b|ASA|AS|SA|X.Bla

X, — a

B — b

S = AY|AS|SA|X.Bla

Yy — SA

A = b|AY|AS|SA|X,B|a

X, — a

B — b
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Veremautomatak

Véges automata:

Lafbfafb]b]a[b]alalb][b]b]a]
input szalag

véges
kontrol

Veremautomata:

Yol [ [z e v e [ |
verem

\
it
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Veremautomatak

Definicié egy (Q, 3,1, 0, qo, F') rendszer, ahol Q, 3, qo, F ugyanazok, mint véges
automata esetén,

I' véges, nemiires halmaz, a ,

0:Qx Y. xT'. = P(QxT,) az

Az M = (Q,%,T,6,q, F) veremautomata a kovetkezé médon miikédik. Akkor fogadja el a
w € X* sz6t, ha
Jwy, .. W € X, 10,y Tm € Q, S0, ..., S €T

1. w=wy... w,
2. 10 =qo, %0 =¢

3. Vi <m (ri1,b) € 6(ri, wip1,a) ahol s; = at és s, = bt
valamely a,b € I';, t € I'* esetén.

4. r,, € F.
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Veremautomatak

Jelolés  L(M) jeloli az M altal elfogadott w € ¥* szavak halmazat. L(M)-et az
nek nevezzik.

Példa L = {0"1":n >0}

Q={q,0 ¢ e} X={0,1} T ={0,$} kezdsall.: ¢

F= {CI1,Q4}
Input 0 1 5
Verem|0|$| « 0 [s|elo] s§ | =
@ {(a2,9)}
q2 {(g2,0)} {(gs,€)}
a3 {(g3,€)} {(g4,€)}
q4
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Veremautomatak
0,e >0

N\ g,e—$ Q
(o) 2

1,0 - ¢

@ e$—e¢ @

1,0 —» ¢

(q1,8,0011) F (QQ, $,0011) F (QQ,0$,011) F (q2,00$, 11) F (Q3,0$, 1) F (Q3, $,€) F (Q4,€,€)
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Veremautomatak

Megjegyzés

1. A veremautomata fogalmat médosithatjuk tgy, hogy kezdetben a veremben egy rogzitett
[-beli betti legyen, és ugy is, hogy

2. a verembe az egyes atmenetek esetén 1-nél hosszabb sz6 is kertilhessen. Ekkor

0:Qx Y. xI'.— P(QxTI7)
d(q,a,b) véges minden q € Q,a € ¥.,b € T'. esetén.

3. A veremautomata modell.

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomdny alapjai — slide #71



Veremautomatak

Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv felismerhetd veremautomataval.

Bizonyitas G = (V, %, R, S)

—qo0

g,e — S$

e, A—w ha A—-wéeR
qQa,a%s haaeX

e,$—¢

)
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Veremautomatak

Tétel Minden veremautomatéaval felismerheto nyelv kornyezetfiiggetlen.

Megjegyzés az M = (Q,%,T,6,q, F) veremautomata, ha
1. [6(q,a,0)| <1 geQ,ae X beT,
2. §(¢q,e,b) # F=(q,a,b) =2 q€Q,aeX beTl,
3. d(¢q,a,e) # D= 9(q,a,b) =2 q€Q,ac¥.,bel

Nem igaz az, hogy minden kornyezetfiiggetlen nyelv felismerhetd determinisztikus veremau-
tomatdaval.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Lemma Tetszoleges L kornyezetfiiggetlen nyelvhez van olyan p > 1 szam, hogy valahdnyszor
w € L, |lw| > p, a w sz6 mindig felbonthat

W = uvrYyz
alakban ugy, hogy

1. Vi>0 wilay'z € L

2. Juy| >0
3. |Jvzy| < p.
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Kornyezetfuggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Bizonyitas Legyen L = L(G), ahol G = (V, X, R, S) Chomsky normal forméban adott.

e Ha t az X nemterminalisbdl indulé derivacids fa mely hatara terminalis sz6 és ¢ mélysége
< n+ 1, akkor a t hatardan 1év6 sz6 hossza < 2".

o Legyen p =21+ 1.

e Legyen w € L, |w| > p. Legyen t a w sz6 S-bol induld derivécids faja. Ekkor ¢ mélysége
> V.

( : leghosszabb 1ton 16v6 élek szama.)
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

S
A
B mélysége |V] + 1

A
B2

—_ e —
u v T Y z
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Kornyezetfuggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Allitds Az L = {a™"c™ : n > 0} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitds Belatjuk, hogy Vp > 0 Jw € L,|w| > p, hogy a w tetszileges w = uvzyz fel-
bontdsdra, hogy |vy| > 0, [vzy| < p, 1étezik olyan i, amelyre uv'zy'z & L.

Adott p-hez legyen w = aPbPcP. Akarhogyan is bontjuk fel w-ét w = uvxyz alakban gy,
hogy |vy| > 0, |[vxy| < p, lesz olyan betil, mondjuk £, amely nem fordul el§ vy-ban. Igy
urz € L.
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Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

Allitds Az L = {w#w : w € {0,1}*} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.
Bizonyitas Adott p-hez tekintsiik a 0P1P#0P1P szdt ...
Allitds Az L' = {w#w' - w,w' € {0,1}*, w # w'} nyelv kornyezetfiiggetlen.

Kovetkezmény A kornyezetfliggetlen nyelvek nem zartak a komplemens és metszetképzésre.

Bizonyitds Az {a"b"c™ : n,m > 0} és {a"b"c™ : n,m > 0} nyelvek kornyezetfiiggetlenek, de
metszetiik nem az.
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Nyelvtanok
Definicié egy G = (V, X, R, S) rendszer, ahol V, ¥, S ugyanazok, mint

kornyezetfiiggetlen nyelvtan esetén, R pedig u — v alakt szabalyok véges halmaza, ahol u, v €
(V UX)* és u tartalmaz legaldbb egy nemterminédlist.
Definicié Legyen G = (V, X, R, S) nyelvtan, u,v € (V U X)*.
e v = v halétezik olyan x,y,y’, z € (VUX)*, amelyre u = zyz,v = 2y/'2,y — ¢y € R.
e u =" v ha létezik olyan n > 0 és wop, wy, ..., w, € (V UX)*, hogy
U = Wy, Wy = W1, ...,Wp_1 = Wy, W, = V.

A  L(G) ={ueX:S=%u}.
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Nyelvtanok

Péld
G: S — aSBc|e L(G) = {a"b"c" : n > 0}
cB — Bc
aB — ab
bB — bb
G': Sy — Sle L(G") = L(G)
S — aSBC|aBC
CB — XB
XB — XC
XC — BC
aB — ab
bB — bb
C — c
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Nyelvtanok
Definicié nek neveziink egy G = (V, X, R, S) nyelvtant, ha R minden eleme

uXv — uwv alakd, ahol u,v,w (V U X)*-beli szavak, X € V, w # . Ez aldl csak egyetlen
kivétel lehet, nevezetesen az S — ¢ szabdly. Ha ez R-ben van, akkor kikotjiik azt, hogy S nem
fordul el6 egyetlen szabaly jobboldalan sem.

Definicié nak neveziink egy G = (V,3,R,S) nyelvtant, ha R minden eleme
A — uB vagy A — u alaku, ahol A, B € V,u € ¥*.

Példa G’ kornyezetfiiggo.
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Chomsky-féle hierarchia

Jobblinearis nyelvtan — 3-as tipusi nyelvtan
Kornyezetfiiggetlen nyelvtan — 2-es tipusu nyelvtan
Kornyezetfiiggd nyelvtan — 1-es tipusi nyelvtan

Altaldnos nyelvtan — 0-ds tipusd nyelvtan

Definicié Legyen i € {0,1,2,3}. Egy L C ¥* nyelvet nak neveziink, ha generédlhato @
tipusu nyelvtannal. Jelolés: L;

Tétel L3 C Ly C Ly C Ly. Tovabba minden tartalmazas valddi.
Tétel L3 a regularis nyelvek osztalya.

Az L;,i € {0,1,2,3} nyelvek alkotjik a

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomédny alapjai — slide #82

Turing-gépek
Turing-gép (Alan Turing, 1936)

//////

of LTI T ]]

Kétiranyban mozgé potencidlisan végtelen szalag
ir6-olvaso fej

Lalbfalalg

véges vezérlé (kontrol)
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Turing-gépek
Példa Az L = {w#w : w € {0,1}*} nyelv felismerheté Turing-géppel.
1. A bemenet egyszeri elolvasasaval ellenoOrizziik, hogy a bemenet egyetlen #-et tartalmaz.

2. A szalagot oda-vissza olvasva ellenérizziik (a vizsgalt betiik dthizasaval), hogy a # két
oldalan ugyanaz a sz6 helyezkedik-e el.

3. Amennyiben végig egyezést taladlunk (az Osszes betli dthuzédsra keriilt), akkor a gép elfo-
gadja, kiillonben elutasitja a bementet.
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Turing-gépek

Definicié egy M = (Q, %, 1,6, 90, Gaccept s Qreject) rendszer, ahol:
1. Q az véges, nemiires halmaza.
2. e a

3. Qaccept € Q az
4. qreject € Q az
5. ¥ véges, nemiires halmaz, a (szimbélumok) halmaza.

6. I' a 2-t tartalmazé véges halmaz, a . I'=2 tartalmaz egy
specialis U karaktert, 'NQ = @.

7.0 (Q - {Qaccepta Qreject}> xI'— Q x I' x {L, R} az
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Turing-gépek

Definicid : uqu alakd szd, ahol ¢ € Q, u,v € T, v # . Az uqv konfiguracio
a Turing-gép miikodésének egy olyan pillanatat reprezentdlja, amelyben a szalag tartalma
uvlIL. .., a véges kontrol a ¢ allapotban van, az iré-olvasé fej pedig v elsé karakterét jeloli ki.

Definicié . Legyen uqu konfiguricio, v els6 betije a. Tfh.
d(g,a) = (r,b, R). Ekkor uqu F ubrw, ahol w a v-bdl az a betl elhagyasaval kapott szd, ha
w # e, killonben w = . Tth. §(q,a) = (r,b, L). Ebben az esetben uqv b wrebv’, ahol u = we,
v =av', illetve uqu = urbv’, ha v = ¢ és v = av’. Ha ¢ = Quecept VAZY ¢ = Qreject, akkor az uqu
konfiguracié
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Turing-gépek
Definicié Legyen M a fenti Turing-gép. Az (Jelolése: L(M)) az Gsszes

olyan u € ¥* sz6bdl all, hogy qoull F 2quccepry valamely z,y € I'*,y # ¢ szavakra. (Itt - a
relaci6 reflexiv-tranzitiv lezartja.)

Definici6 Egy L C X* nyelv , vagy , ha L = L(M)
valamely M Turing-gépre.

Megjegyzés Egy adott Turing-gép nem feltétleniil all meg egy u szon, azaz nem biztos, hogy a
Qoul) = Tqqecepty Vagy qould - TGrejecty relaciok valamelyike teljestil valamely @,y esetén.

Definicié Egy L C ¥* nyelv , vagy , ha létezik olyan M Turing-gép,
mely minden bemeneten megall, és amely felismeri az L nyelvet.
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Turing-gépek
A Turing-gép néhany variansa
1. Tobbszalagos Turing-gép

— k(> 1) szalag, mindegyik kiilon ir6-olvasé fejjel
— Kezdetben az els6 szalag tartalmazza a bemenetet, a tobbi iires

-0 (Q - {Qaccepta QTeject}) X Fk — Q X Fk X {L, R}k

Tétel Minden tobbszalagos Turing-géphez létezik ekvivalens, egyszalagos Turing-gép.

2. Turing-gép két iranyban végtelen szalaggal

3. Kétdimenzios Turing-gép
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Nemdeterminisztikus Turing-gépek

4. M= (Q> E7 P7 67 qo, Qaccept %"eject)
5 : (Q - {Qaccept7Qreject}> x ' — P(Q x I x {L, R})
L(M)={ue¥ :3z,y qoull F Tquccepty}

A gép miikodése az u szon egy faval reprezentalhatd. Akkor fogadja el
az u szot, ha a fa valamely levele elfogadasi konfiguracio.

Tétel Ha egy L nyelv felismerheté nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor L Turing
felismerheto.

Bizonyitas Legyen adott az M = (Q,X,T',0, qo, Gaccept, Greject) nemdet. Turing-gép.
Elkészitiink egy olyan D tobbszalagos (determinisztikus) Turing-gépet, melyre
L(D) = L(M). D szélességi kereséssel megvizsgalja adott u szén az M kiszamitdsi fajat.
Ha van olyan cstcs, mely elfogadasi konfiguracié, akkor elfogadja az u szét. Kiilonben D
nem all meg az u szon.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomdny alapjai — slide #89



Nemdeterminisztikus Turing-gépek

D-nek 3 szalagja van.

e input szalag
e szimulacids szalag

e cim szalag Cimzés:

Egy nemdeterminisztikus Turing-gép az L nyelvet, ha felismeri, és ha minden
kiszamitasi ut véges és elfogadasi vagy elutasitasi konfiguraciéhoz vezet.

Tétel Ha egy nyelv eldontheté nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor eldontheto.
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Turing-géppel felsorolhaté nyelvek

Definicié Azt mondjuk, hogy az M 2-szalagos Turing-gép , ha fires
bemeneti szalaggal inditva masik szalagjan, esetleg ismétlésekkel, felsorolja az L elemeit.

Tétel Egy L nyelv akkor és csakis akkor sorolhaté fel Turing-géppel, ha Turing felismerheto.

E felsorol6 Turing-gép = M felismer6 Turing-gép
M miukodése: Adott w szén,

o futtatja F-t,

e valahanyszor E kiir a kimené szalagjara egy szot, azt osszehasonlitja w-vel,

e ha egyszer egyezést talal, elfogadja w-ét.
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Turing-géppel felsorolhaté nyelvek
M felismer6 Turing-gép = E felsorol6 Turing-gép
E miikodése:

e i = 1,2 3,... esetén végtelen ciklusban futtatja M-et legfeljebb i 1épésig az elso ¢
sz6 mindegyikén (3* elemeit wy, ws, . . . lexikografikusan felsoroljuk).

e Ha valamelyik w; szdét legfeljebb i 1épésben M elfogadja, akkor E kifrja w;-ét a
kimeno szalagra.
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A kiszamitas egyéb modelljei
A kiszamitas egyéb modelljei:
o RAM vagy regiszter-gép
e minden univerzélis programozasi nyelv (LISP, PASCAL,...)
e nyelvtanok
e ¢és még szamos méas modell (A\-kiszdmithatdsag, Markov-algoritmus, .. .)

Ezek mindegyikérdl kideriilt, hogy a Turing-géppel.

Tétel Egy L nyelv akkor és csakis akkor Turing-felismerheto, ha az Ly nyelvosztalyba esik.
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Algoritmusok

Algoritmusok a matematikaban: az ékortdl (primtesztelés, legnagyobb kézos oszto, .. .)
Az algoritmus fogalmanak formalizaldsa: 1930-as évek

Hilbert 1900: 10. probléma
Adjunk meg olyan algoritmust, mely tetszéleges egész egyiitthatos tobbvaltozds polinomrol
eldonti, van-e olyan zérushelye, mely komponensei egészek.

Matijasevi¢ 1971:
[lyen algoritmus nem létezik.

Church-Turing tézis 1936:
Az algoritmus intuitiv fogalma = Turing-géppel megoldhaté algoritmus.
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Algoritmusok
A tézis bizonyitékai:
A matematikai formalizmusok ekvivalencidi, a konkrét algoritmusok formalizaldsai.

Matijasevic tétele formalisan: A

{p: p olyan egész egyiitthatés poli-
nom, melynek létezik egész értéki
gyoke }

nyelv nem doénthetd el (nem rekurziv).

A Church-Turing tézis értelmében elegend6 algoritmusainkat magas szinten megfogalmazni.
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Algoritmusok
Példa Grafok szefiiggosége
L = {(G) : G sszefiiggd graf }

L-et eldonté Turing-gép:

Adott (G) bemenet esetén:

1. Valasszuk ki G els6 cstcséat és jeloljiik meg.

2. Mindaddig, amig 1j csicsok méar nem jelolhetok meg, a G minden egyes még meg nem
jelolt cstuicséra, ha a csics csatlakozik egy mar megjelolt csicshoz, akkor jeloljiik meg.

3. Ellendrizziik, hogy az 0Osszes csucsot megjeloltiik-e. Ha igen, akkor elfogadjuk a be-
menetet, kiilonben elutasitjuk.

Dr. Esik Zoltan A szamitastudomény alapjai — slide #96

Néhany eldonthet6 nyelv (probléma)
Lpra = {(M,w) : M véges automata, w € L(M)}

Allitas L pra eldonthet6 nyelv.

Bizonyitds Egy T Turing-gép el6szor ellenérzi, hogy a bemend szé egy (M, w) alaku szé-e,
majd:

1. Atmésolja M koédjat egy munkaszalagjara.

2. Egy masik munkaszalagjan szimuldlja M miikodését a w szon.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Lypa = {(M,w) : M nemdet. véges automata, w € L(M)}

Allitds Ly eldonthetd nyelv.
Bizonyitds Egy T Turing-gép elészor ellendrzi, hogy a bemend szé (M, w) alaki-e, ahol M

nemdet. véges automata, w az M bemené szava, majd

e a hatvanyhalmaz konstrukciéval elkészit egy olyan M’ determinisztikus véges automatat,
mely M-el ekvivalens,

e szimuldlja az Lpra nyelvet eldonté Turing-gépet az (M’ w) bemeneten.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Lrex = {(R,w) : R regularis kifejezés, w € |R|}

Allitds Az Lgpy nyelv eldontheté.
Bizonyitds A T Turing-gép elészor ellenérzi, hogy a bemenet (R, w) alaki-e, ahol R reguléris
kifejezés és w szd, majd

o clkészit egy olyan M véges, nemdeterminisztikus automatét, melyre |R| = L(M), és

e az Ly nyelvet eldonté Turing-gépet szimuldlva eldonti, hogy w € L(M) (azaz (M, w) €
Lyra) teljesiil-e.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)
Leore = {(G,w) : G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, w € L(G)}

Leose = {(G,w) : G kdrnyezetfiiggd nyelvtan, w € L(G)}

Allitds Lese eldonthetd.

Bizonyitds Egy T Turing-gép el6szor eldonti, hogy bemenete (G,w) alaki-e, ahol G
kornyezetfiiggd nyelvtan, G = (V, X, R, S), w € ¥* sz6, majd ha ez teljesiil:

e Ha w = ¢, ellenorzi, hogy S — ¢ szabdly-e.

e Ha w # ¢, eldéllitja az Osszes olyan wug, uq, ..., u, € (V UX)* ismétlédés nélkiili sorozatot,
melyre |u;| < |w|,i =0, ..., k, majd ellenérzi, ezek kozt van-e olyan, mely a w szé S-bol
indul6 derivaciéja. (A sorozatokat lexikografikus sorrendben éllitja eld.)
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)

Kovetkezmény Leopg eldontheto.

Bizonyitds FEgy Turing-gép elészor eldonti, hogy a bemend szé (G, w) alaki-e, ahol G
kornyezetfiiggetlen nyelvtan és w sz6, majd eléallit egy olyan G’ Chomsky normadl formaju
nyelvtant, melyre L(G) = L(G'). Majd az Lcsg nyelvet eldonté Turing gépet szimuldlva
eldonti, hogy (G',w) € Lese teljesiil-e.

Kovetkezmény Minden kornyezetfiiggdé nyelv rekurziv.

Bizonyitas Legyen L adott kornyezetfiiggé nyelv, L C ¥*. Létezik olyan Gy kornyezetfiiggd
nyelvtan, melyre L = L(Gy). Ha adott w € ¥* sz6, ahhoz, hogy eldontsiik w € L teljesiil-e,
szimuldljuk az Lcge nyelvet eldonté Turing-gépet a (G, w) szon.
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Néhany eldénthetd nyelv (probléma)

Kovetkezmény Minden regularis és minden kornyezetfiiggetlen nyelv rekurziv.

Eppa = {(M) : M véges, det. automata, melyre L(M) = &}
Enpa = {(M) : M véges, nemdet. automata, melyre L(M) = &}
Allitds Az Eppa és Enra nyelvek rekurzivak.

Bizonyitds Csak Eyps-ra. Egy Turing-gép elészor eldonti, hogy a bemenet (M) alaki-e, ahol
M egy (Q,%,0,qo, F') véges nemdeterminisztikus automata, majd eldonti, hogy M &tmeneti
grafjdban van-e olyan ut, mely a ¢y kezdoallapotbdl végallapotba vezet.
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Néhany eldonthet6 nyelv (probléma)
EQprs = {(My, My) : My és My ekvivalens véges det. automatak}

EQnpa = {(My, My) : My és M, ekvivalens véges nemdet. automatédk}

Allitas EQpra és EQ npa rekurziv nyelvek.

Bizonyitas
L(My) = L(Ms) < (L(My) — L(Ms)) U (L(Mz) — L(M,)) = &

Ecre = {(G) : G kornyezetfiiggetlen, L(G) = o}

Allitds Fcopg rekurziv.

Bizonyitas G=(V,5,R,S)
Wow={AeV:Jue¥ A—uecR}

Vi1 =V, U{A:Jue (ZBUV,)" A—ue R}
L(G) # @ < S €V, ahol |V| =k.

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomany alapjai — slide #103



Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Ecsq = {{G) : G kornyezetfiggd, L(G) = @}

EQcrc = {{(G1,G3) : G1, Gy kornyezetfiiggetlen nyelvtanok,
L(Gy) = L(G2)}

Allitds A fenti nyelvek nem rekurzivak.
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Néhany eldonthetetlen nyelv (probléma)
Loy = {(M,w) : M Turing-gép, w € L(M)}

Tétel Az Ly nyelv nem rekurziv.

Bizonyitds Indirekt bizonyitas. Tfh. Ly rekurziv. Ekkor létezik olyan H Turing-gép, mely
eldonti az Ly nyelvet:

() - { o L

Ezek utdn mikodjon a D Turing-gép az alabbi médon. Ha adott egy M Turing-gép (M) kédja,

akkor
ha (M) & L(M)
D((M)) = { ha (M) € L(M)

D tgy miikodik, hogy adott (M) bemenetre szimuldlja H-t az (M, (M)) szén.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)

[gy:
accept ha (D) & L(D
D((D)) = { rejeclz ha (D) € L(D

~— —

Allitds Az Ly nyelv rekurzivan felsorolhaté.

Bizonyitas Az U univerzalis Turing-gép miikodjon az (M, w) bemend szén gy, hogy szimulélja
M miikodését a w szon.

Kovetkezmény Létezik olyan rekurzivan felsorolhaté nyelv, mely nem rekurziv.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)

Allitds Ha L C ¥* rekurziv, akkor L = ¥* — L is rekurziv.
Bizonyitds Egy L-et eldonté Turing-gépben cseréljiik fel a quecept €S Greject dllapotokat.
Tétel Egy L C ¥* nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha L és L is rekurzivan felsorolhaté.

Bizonyitdas =-: Az eloz6 allitds felhasznalasaval.
«: Tegyiik fel, hogy léteznek az L-et és L-et
felismeré M és M Turing-gépek. Adott w
szon az N Turing-gép lépésenként felvaltva

szimulalja M és M miikodését.

Kovetkezmény Ly nem rekurzivan felsorolhatd.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
Hry = {{M,w) : M Turing-gép, M megéll w-én}

Allitdas A H v nyelv nem rekurziv.
Bizonyitas (Visszavezetéssel az Ly problémabol.)

Tegyiik fel, hogy Hry rekurziv. Ekkor miikédjon a T Turing-gép az (M, w) bemeneten a
kovetkezo médon:

1. Szimuldlja a Hry-et eldonté Turing-gépet az (M, w) szén. Ha Hypy nem fogadja el az
(M, w) sz6t, akkor T sem fogadja el.

2. Ha Hpy elfogadja az (M, w) szot, akkor T szimuldlja az M gépet a w szén.
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Néhany eldénthetetlen nyelv (probléma)
ET]W = {<Z\/[> . L(A/[) = @}

Allitdas E 7 nem rekurziv.
Bizonyitas (Visszavezetéssel az Ly problémabol.)

Tegyiik fel, hogy Er)y rekurziv. Adott (M, w) bemeneten a T' Turing-gép:

1. Elkészit egy olyan M,, Turing-gépet, mely a w-én kiviil elutasit minden bemend szot,
w-én pedig ugy miikodik, mint M,

2. Az Erpy-et eldonté Turing-gépet felhasznalva eldonti, hogy (M, ) € Ery teljesiil-e.
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Rice tétele

Tétel (Rice) A rekurzivan felsorolhaté nyelvek egyetlen nemtrivialis tulajdonsdga sem dénthet6
el.
fgy nem donthetd el, hogy adott M Turing-gép:

e iires nyelvet ismeri-e fel,

e véges nyelvet ismer-e fel,

e regularis nyelvet ismer-e fel,

Kovetkezmény Nem dontheté el adott My, M, Turing-gépekre, hogy L(M;) = L(M>)
teljesiil-e.
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A Post megfelelkezési probléma

A Post megfelelkezési probléma:

Dominé készlet: { {b] : [a] 7 [CCL ’ {abc} }
ca ab a | c

Ekkor az aldbbi domindsorozat tetején és aljan 1évo sz6 megegyezik.
[al[b] [cal [a] [abe
lab| |ca| | a] |ab| | ¢

Az ilyen domindsorozatot a nevezziik.
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel A {(D) : D domindkészlet, melynek van megoldasa} nyelv nem rekurziv, azaz nem
létezik olyan algoritmus, mely eldontené adott domindkészletrol, hogy van-e megoldasa.
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel Nem létezik olyan algoritmus, mely tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanrdl eldontené,
hogy egyértelmii-e.

Bizonyitas

P ={(uy,v),..., (ug,vx) : us,v; € *} a PMP egy példanya.
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A Post megfelelkezési probléma

Tétel Nem létezik olyan algoritmus, mely adott Gy, (Gs kornyezetfiiggetlen nyelvtanokrol
eldonti, hogy L(G1) = L(G3) teljesiil-e.

Bizonyitas

P = {(Ul,vl), R (uk,’l}k) DUV € E*}

(G1 olyan nyelvtan, mely az

{21 e 2”rlﬁ'%ru” ‘w 6 2*7 w ;é (U’/l cte U”/;n,)il

vagy w # (v;, ... v;,) "', n > 0} nyelvet generalja
G5 olyan jobblinedris nyelvtan, mely az {1, ..., k}T#>* regularis nyelvet generalja.
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Bonyolultsagelmélet

Relativ kiszamithatésdg, aritmetikai és
A kiszamithatosagelmélet kiterjesztései: analitikai hierarchiak

Bonyolultsagelmélet: 60-as évek végétol

Cél: A megoldhaté (eldonthet$) problémék osztdlyozdsa a megolddshoz sziikséges
er6forrasok (idé, tar) mennyisége szerint.

legrosszabb eset

atlagosan
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Bonyolultsagelmélet

Definicié Legyenek f,g : N — R, fiiggvények, ahol N = {0,1,...}, Ry pedig a nemnegativ
valés szamok halmaza.
ha létezik olyan ¢ > 0 és ng € N, hogy

f(n) <c-g(n), n=mno
Példa
e 5n’+6n*+1=0(n?
e nF =02
e log,n = O(logsn)

e loglogn = O(logn)
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Bonyolultsagelmélet

Példa L = {0*1%: k > 0}

My . Adott w szén:
1. Olvassuk végig a szalagot, hogy ellenérizziik 1-es utdn nem koévetkezik-e 0.
2. Mindaddig, amig 0 és 1-es is van a szalagon ismételjiik az alabbiakat:
3. Olvassuk végig a szalagot és hiizzunk at egy 0-at és egy 1-et.

4. Ha végiil nem maradt a szalagon karakter, akkor fogadjuk el a bemenetet. Kiilonben
utasitsuk el.

Id8igény: O(n) + O(n?) + O(n) = O(n?)
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Bonyolultsagelmélet

Példa L = {0*1%: k > 0}

Ms : Adott w szén:
1. Olvassuk végig a szalagot, és ellendrizziik, hogy egyetlen 1-est sem kovet 0.
2. Mindaddig, amig legalabb egy 0 és egy 1 marad a szalagon, ismételjiik az alabbiakat:

3. Ellendrizziik, hogy a szalagon maradt karakterek szama paros-e. Ha pératlan elu-
tasitjuk a bemenetet.

4. Olvassuk végig a szalagot, és hiizzuk &t minden mésodik 0-4t és 1-et (az els6 0-at és
1-et dthuzva).

5. Ha végiil nem marad athtzatlan karakter, akkor elfogadjuk a bemenetet. Kiilonben elu-
tasitjuk.

Id6igény: O(n) + O(nlogn) + O(n) = O(nlogn)
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Bonyolultsagelmélet

Példa L = {0*1% : k > 0}

Ms : Adott w szén:
1. Ellendrizziik, hogy a szalagon nem kdvet egyetlen 1-et sem 0.
2. Masoljuk a 0-akat egy munkaszalagra.

3. Olvassuk végig az 1-eseket a bemeneten, és minden egyes 1-esre htizzunk at a munkasza-
lagon egy 0-4t.

4. Ha mindegyik 0-at athuztuk és az 1-eseket is elolvastuk, akkor fogadjuk el a bemenetet.
Kilonben utasitsuk el.

[d6igény: O(n)

Dr. Esik Zoltdn A szadmitastudomany alapjai — slide #119



Turing gépek idoigénye

Definicié Legyen M olyan determinisztikus Turing-gép, amely minden bemeneten megall. Az
az az f : N — N figgvény, amelyre f(n) a legfeljebb n-hosszi bemeneten az M
altal megtett 1épések szamanak maximuma.

Tétel Legyen t(n) > n. Minden ¢(n) idSigényti tobbszalagos Turing-géphez létezik ekvivalens,
O(t*(n)) iddigényti egyszalagos Turing-gép.

Bizonyitds Mint korabban.
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Turing gépek idoigénye

Definicié Legyen T olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, melynek minden szamitasi sorozata
véges és elfogadashoz vagy elutasitashoz vezet. A az az f : N — N fiiggvény
adja, amelyre tetszéleges n esetén f(n) a T legfeljebb n-hosszi bemeneten valé szamitési
sorozatai hosszdnak maximuma (= leghosszabb 1t hossza a T legfeljebb n-hosszii bemeneten
valé szamitasi faiban).

Tétel Legyen T olyan Turing-gép, mint az el6z6 definicioban. Tegyitik fel, hogy T id6igénye
< t(n), ahol t(n) > n. Ekkor létezik T-vel ekvivalens, 2°*() iddigényti determinisztikus
Turing-gép.
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A P nyelvosztaly

Definicié
= {L : L eldontheté O(t(n)) id6igényt det.
Turing-géppel }
Definici6 P = (J,», TIME(n*) Polinomidében eldénthetd nyelvek (problémék)
Példa

{{(G, s,t) : G véges, irdnyitott graf, s,t € G,
létezik s-bol t-be vezetd ut }
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A P nyelvosztaly
Adott (G, s,t) bementen:

1. Jeloljik meg az s csucsot.
2. Mindaddig, amig mar nem jel6lhet6 meg 14j csics, ismételjiik meg az alabbiakat:

3. Olvassuk végig az éleket. Ha olyan (a,b) élet taldlunk, hogy a meg van jelolve, de b
nincs, jeloljik meg a b csicsot.

4. Ha végiil t is meg van jelolve, akkor elfogadjuk, kiilonben elutasitjuk a bemenetet.

[d8igény: O(n?)
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A P nyelvosztaly
Tétel Minden kornyezetfiiggetlen nyelv a P osztalyba esik.

Bizonyitds Legyen L kornyezetfiiggetlen nyelv. Ekkor létezik L-et generdlé G = (V, %, R, S)
Chomsky normal forméban adott nyelvtan.
Legyen w € ¥*, w =wq,...,w,, n > 0.

T ={XeV:X="w...w;} 1<i<j<n
A T;; halmazok mindegyike meghatérozhaté O(n) idében.
T, ={XeV:X —>w €R} i=1,...,n

T;,={XeV:3A,B X - AB€cR
A e Ty, B € Ty valamely ¢ < k < j esetén }

hai < j

Id8igény: O(n?)
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Az NP osztaly

Mai ismereteinkkel csak kimerito kereséssel megoldhatd problémaék:
HAMILTON—UT
TELJES RESZGRAF
EGESZ ERTEK( PROGRAMOZAS
HATIZSAK
KIELEGITHETOSEG (SAT)

A fenti problémak mindegyike megoldhaté polinomidében nemdeterminisztikus Turing-géppel
— nem realisztikus szamitasi modell. Egyikrdl sem ismert, hogy megoldhato-e polinomidében
determinisztikus Turing-géppel, azaz, hogy a P osztalyba esik-e.
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Az NP osztaly

Definicié
={L : L eldontheté O(t(n)) idéigényli nemdet.
Turing-géppel }
Definici6 = U1 NTIME (n*)

Allitds A HAMILTON-UT, TELJES RESZGRAF, EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS, HATIZSAK,
SAT problémak mindegyike az NP osztalyba esik.

Vil4dgos, hogy P C NP.

Nyitott kérdés: P = NP.

P = NP akkor és csakis akkor, ha az eloz6 allitasban
szerepld valamelyik probléma (és akkor min-
degyikiikk) a P osztilyba esik: NP teljes
problémék.

Dr. Esik Zoltdn A szdmitastudomany alapjai — slide #126

Polinom idoben verifikalhaté nyelvek

Definicié Azt mondjuk, hogy egy L nyelv , ha létezik olyan K
nyelv és k szam, hogy K € P és

L={z:3y (z,y) € K Nlyl = O(|z|")}

Példa HAMILTON-UT és a tobbi fent emlitett probléma (nyelv) mindegyike polinom idSben
verifikdlhato.

Tétel L € NP < L polinom id6ben verifikdlhato.
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Polinom idejii visszavezetés

Definicié Egy f: ¥* — A* fliiggvény , ha létezik olyan M polinom
id6igényti Turing-gép, hogy tetszéleges w € ¥* széra megéllaskor a szalag tartalma f(w).

Definicio Legyenek L; C X7 és Lo C 335 nyelvek. Az Li-nek Lo-re vald
egy olyan polinomidében kiszamithato
f:3 =%
fiiggvény, hogy tetszbleges w € ¥} széra:
w € Ly < f(w) € L.

Azt mondjuk, hogy L, Ly-re, Ly <, Ly, ha létezik az Li-nek
polinomideji visszavezetése az Lo nyelvre.
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NP-teljes nyelvek

Allitas A <, reldcid elérendezés (reflexiv és tranzitiv).

Allitds Az NP osztaly zart a polinomidejli visszavezetésre:

Iy Sp LQ,LQ e NP = L, € NP.

Megjegyzés A P is nyilvanvaléan zart. Tovabba ha Ly, Ly € P, és Ly, Ly és komplemenseik
sem uresek, akkor L; <, Lo.

Definicié Egy L nyelv (probléma) , ha L' <, L teljestil minden L' € NP nyelvre.
Egy L nyelv (probléma) , ha L € NP és L NP-nehéz.
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NP-teljes nyelvek
Allités Tegyiik fel, hogy L NP-teljes. Ekkor P = NP < L € P.

Bizonyitdas =-: trivialis.
«: Tegyiik fel, hogy L € P. Ekkor tetszoleges
L' € NP esetén L' <, L miatt L' € P. Tehat
NP CP, igy NP =P.

Alitds Tegyiik fel, hogy L <, L'. Ha L NP-nehéz, akkor L’ is az. Tovabba, ha L NP-nehéz,
akkor L' akkor és csak akkor NP-teljes, ha L' € NP.

.....
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NP-teljes nyelvek

Definicié

= {(¢) : p kielégitheté konjunktiv normalforméban (knf)
adott logikai kifejezés (formula)}

valtozo illetve annak negdltja
literdlok diszjunkcidja

tagok konjunkciéja

Példa (21 VTo VT3) A (T1 Vaa Vas) A (T V Ty VTs) € SAT.
Tétel (Cook) sAT NP-teljes.

Bizonyitds Késébb.
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NP-teljes nyelvek
Definicié Legyen k > 1.

c tag

l

ll\/lg
ll\/lg\/lg
LiVigVigViy

LVIgVIZVigVis

Kovekezmény 3SAT NP-teljes.

{{¢) : {(¢) € SAT, p minden tagjdban k literal van }.

Bizonyitas Nyilvanvaléan 3SAT € NP. Még beldtjuk, hogy SAT <, 3SAT.

f(c) knf

Ivivi

ll V l2 V l2

ll V l2 V l3

(ll\/lg\/iﬂ)/\(f\/lg\/h)
x 1j valtozo

(LVELVZ)ANETVIVY)ANGVIVs)
x és y 1uj valtozok

Dr. Esik Zoltan
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NP-teljes nyelvek
ll\/\/ln, n>>9

pknf, op=c1AN...Ac,

Ekkor f polinomidében val6 visszavezetés:

(LLVIVZ)AN@TVIgVY) A...
ZVipoVu)AN@Vi,_1Vliy,)
x,Y, ..., 2, u uj valtozdk
flo) = f(ci) A...A f(c,) ahol
minden f(c¢;)-ben 1j valtozokat
vezetiink be.

(p) € saT = (f(p)) € 3sAT.

Dr. Esik Zoltan
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NP-teljes nyelvek

Def. = {(G,k) : G véges graf, k > 1, G-nek
létezik k csicst teljes részgréfja}

Tétel TELJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitds 3sSAT-bdl valé visszavezetéssel.

o=c1N...\Ncg G: lin L2 hi3
C; = lil \/lzg\/lzgg

lip L2 3 lo1 lag a3

Az 0Osszes élet behuzzuk kivéve

e az egy csoporton beliil 16v6 csicsok koztieket

e az ellentétes literalokkal cimkézett cstcsok kozt.
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NP-teljes nyelvek

Allitds ¢ € 3SAT < (G, k) € TELJES RESZGRAF.

Tehét 3SAT <, TELJES RESZGRAF. Mivel 3SAT NP-teljes, és TELJES RESZGRAF € NP, ezért
TELJES RESZGRAF is NP-teljes.

Kovetkezmény FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes, ahol

= {(G, k) : a G véges grafnak van k ele-
mil fiiggetlen csicshalmaza }.
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HAMILTON-UT NP-teljes

= {(G, s,t) : G iranyitott graf, s,t cstcsok,
ds-bél t-be Hamilton-1t }.

Tétel HAMILTON-UT NP teljes.
Bizonyitas A 3SAT NP-teljességének felhasznaldsaval.

Legyen ¢ 3SAT alakd formula:
(p:dl/\/\dk, dj:aj\/bj\/cj

Legyenek xq, xo, ..., x; a felhasznalt valtozdk.
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HAMILTON-UT NP-teljes

x;-hez tartozo eszkoz:

d;-hez tartozé eszkoz: .
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HAMILTON-UT NP-teljes
S

. d

e do

o dg

+ a kovetkezd félian
1évo élek

Dr. Esik Zolt4n
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HAMILTON-UT NP-teljes

d; tartalmazza x;-t

d;

d; tartalmazza @;-t

'dj

Jelolje G, a grafot. Ekkor:
(1) () € 3sAT & (G, s,t) € HAMILTON-UT

(2) (G, s,t) polinomideji Turing-géppel elkészithetd (p)-bol.

Dr. Esik Zoltan
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SAT NP-teljes
saT = {{y) : ¢ kielégithet6 knf}

Tétel saT NP-teljes.
Bizonyitds Csak azt bizonyitjuk, hogy NP-nehéz.

?
L € NP L <, sAT

L =L(M) M polinomidékorlatos nemdet. Turing-gép

Id6korlat: p(n) > n

Adott w bemend szohoz el kell késziteni egy ¢ formulat gy, hogy:
(1) w € L < ¢ kielégitheto,

(2) a w — ¢ hozzérendelés megvaldsithaté polinom idékorldtos determinisztikus Turing-
géppel.
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SAT NP-teljes

# | qo (w1 w2 Wy| U U | #
i i
i #| |
=
+
Ablak =
i i
p(n) +3

M = (Q7 27 F, 67 q0; Qaccept s QTeject)
1<i<pn)+1, 1<j<pn)+3, sc QUIU{#} — x;;, véltozo
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SAT NP-teljes

ay | as | a , , e
L1213 | elrendezést nak, ha megengedett az M atmeneti relaciéja altal.

Nevezzik az

Q4 | A5 | Ag

(Ures 4tmenet is lehetséges. )

Allitas Megadhaté véges sok olyan (aq,...,aq) rendezett legélis 6-os tgy, hogy egy téblazat
akkor és csak akkor adja meg az M egy lehetséges miikodését a w szén, ha a tablazat elso
soraban a w-hez tartozo kezd6 konfiguracié van, és minden “ablak” két sora egy legdlis 6-ost
hataroz meg.
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SAT NP-teljes

Konvencié: w; ;s = 1 annak felel meg, hogy a tablazat (i, j) poziciéjdban s szerepel.
Y = Yo A Pstart A Pmove A Paccept

Yo' A tablazat minden egyes mezojében pontosan egy
karakter van, azaz Vi,j Jls  x;

Yo = /\zg Vi, Tigs A /\7,] /\s;ét('ri,jvs Vi)

Ostart - A téblazat elsd sordban a w-hez tartozd kezdokonfi-
guracié van.
Ostart =T1,1,4 N 12,90 N T130, N+ o N X120,/
xl’n+37|_[ /\ N /\ xlvp(n)+27u /\ xlvp(n)—"_gv#
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SAT NP-teljes

Pmove - A téblazat minden ablaka legélis.

Pmove = /\i,j wi,j

Vij = \/ Tij-1,a1 N\ Tijay N Tiji1,a3/\
(a1,...,a6) legdlis  Tit1j-1,a5 N\ Tit1j,as N\ Titlj+1a6

Itt 1 <i<p(n), 2<j<pn)+2
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SAT NP-teljes

Paccept A tablazat utolsé soraban elfogadd konfigurdcié van.
p(n)+2
Paccept = Tp(n)+1,4,qaccept
j=2
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Az NP szerkezete
Tétel Ha P # NP, akkor létezik olyan NP-beli L nyelv, amely nincs P-ben és nem NP-teljes:

Példa az {(G1,Gs) : Gy és Gy izomorf grafok} nyelvrél ismert, hogy NP-ben van, de nem
ismert, hogy P-ben van-e vagy NP-teljes-e.
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A coNP osztaly
Definicié Legyen C nyelvek osztalya. Ekkor: ={L:LecC}

Allitds Ha C zart a polinomideji visszavezetésre, akkor coC is zart.

Definicié Legyen C nyelvek egy osztalya. Egy L nyelv (a polinomidejii visszavezetésre)
ha L' <, L teljesiil minden L’ € C nyelvre. Ha L C-nehéz és L € C, akkor L (a
polinomidejii visszavezetésre nézve).

Allitds L C-nehéz (C-teljes) < L coC-nehéz (coC-teljes).
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A coNP osztaly

Definicié = {(p) : ¢ azonosan igaz Boole-formula}

Allitds VALIDITY coNP-teljes.

NP coNP Nem ismert, hogy
NP # coNP
igaz-e.
@ (Ha P = NP, akkor NP = coNP, mert
P = coP nyilvanvaléan.)
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Tarbonyolultsag

Alapvet6 kiilonbség: a tar Gjra felhasznalhaté.

Tovabbi kiilonbség:
szublinearis tarbonyolultsag is érdekes,
a bemenet hossza nem szamit a felhasznalt tar nagysagéaba.
Definicié
e Tobbszalagos.
e A bemenetet tartalmazé szalagot csak olvashatja. A munkaszalagokra irhat is.

A tarigénybe csak a munkaszalagokon felhasznalt tertilet szamit be.

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomdany alapjai — slide #149



Savitch tétele

Def. = {L : L eldontheté O(f(n)) tarigényt
det. Turing géppel }

= {L : L eldontheté O(f(n)) tarigényt
nemdet. Turing géppel }

Tétel (Savitch) Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE((f(n))?).

Bizonyitds Tegyiik fel, hogy L-et eldonti az M O(f(n)) tarigényli nemdeterminisztikus Turing-
gép. Felteheto, hogy adott w bemeneten minden elfogad6 szamitasi sorozat ugyanabban az
elfogadd konfiguracioban végzodik.

Ha |w| = n, a kezdd konfiguraciébdl elérheté konfiguracick szama c;n20W () = 20(f()
mérete < cof(n). (f(n) > logn.)

A tovabbiakban csak legfeljebb ilyen méretii konfigurdacidékat tekintiink.
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Savitch tétele

Adott kq, ko konfiguraciokra és t, i szamokra
1. Hat = 1, ellenérizziik, hogy ki = kg vagy ki-bdl ks legfeljebb egy 1épésben megkaphaté-e.
2. Ha t > 1, akkor minden k legfeljebb ¢ méretii konfiguraciora:

3. TEST(ky,k,[5],1)
4. TEST(k, ks, [£],9)
5. Ha mindkett6 igaz, akkor TEST (kq, ko, t,1) is az.

6. Ha korabban nem ért véget az eljaras -zal, akkor TEST (ky, ka,t,1)
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Savitch tétele

Az N determinisztikus Turing-gép i = 1,2, 3, ... esetén

1. teszteli, hogy a kezdOkonfigurdciobdl elérheto-e az elfogadd konfiguracié ugy, hogy kézben
csak legfeljebb ¢ méretli konfiguraciéon haladunk at,

2. majd ha 1. nem teljesiil, teszteli, hogy egyaltalan elérhet6-e i méretli konfiguracié. Ha
nem, akkor elutasitja a bemenetet. Kiilonben -t 1-gyel noveli.

A legnagyobb i-érték, melyre TEST meghivasra keriil ¢ f(n)-nél nem nagyobb, és a legnagyobb
t érték legfeljebb 20(f(n))

Rekurziéban a legnagyobb mélység: O(f(n)) = log 20¢/(®)
Egy hivias térigénye: O(f(n))

Osszes tarigény: O((f(n))?)
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A PSPACE és NPSPACE osztalyok
Definicid

= | JSPACE(n") = | JNSPACE(n")

k>0 k>0

Kovetkezmény PSPACE = NPSPACE

Vilagos, hogy: P C NP C PSPACE C EXP, ahol

— | JTIME (2”) .

k>0

[smert, hogy P C EXP. Az a sejtés, hogy mindegyik tartalmazas valédi.
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QBF PSPACE-teljes

Def. = {(p) : p igaz prenex alaki zart Boole-formula }

Példa Jx Vaodxs[(xy V x2) A (22 V 23) A (T2 V T3)] € QBF
Jxvy[(z Vy) A (T VY)] € QBF

Tétel QBF PSPACE teljes.
Bizonyitdas QBF € PSPACE

Adott (p) bemeneten

1. Ha ¢ kvantormentes, akkor csak konstansokat tartalmaz, igy értékeljiik ki.

e 2. Ha ¢ = Jxtp alaki, akkor hivjuk az eljarast (¢)-re elészor az © = 0 majd az z =
- 1 értékkel. Ha valamelyik hivds elfogadja bemenetét, akkor (p) € QBF, kiilonben
/S (iv) ¢ QBE.
- 3. Ha ¢ = Va1 alakd, akkor hasonléan, de abban az esetben fogadjuk el a bemenetet, ha
mindkét hivés elfogad.
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QBF PSPACE-teljes
QBF PSPACE-nechéz

Legyen L € PSPACE, mondjuk L eldénthetd az M O(n*) tarigényfi determinisztikus
Turing-géppel, ahol £ > 1. Most felteheto, hogy a Turing-gép 1-szalagos, mert a tarkorlat
szuperlinearis.

Adott w széhoz szeretnénk olyan |w| = n-ben polinom méretii formuldt késziteni, mely akkor
és csak akkor van QBF-ben, ha w € L(M). Feltehetd, hogy n hosszi szavakon M elfogadas
esetén mindig ugyanabban a konfiguracioban all meg.

A konfiguraciok leirasahoz Boole-valtozokat haszndlunk, mint Cook tételének bizonyitasaban.
Egy konfigurdcié lefrasdéhoz O(n”) valtozé sziikséges.

Mivel az elérhetd konfigurdcick hossza O(n*), ezért az idSigény 20(m"),
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QBF PSPACE-teljes

jeloljon olyan formulat, mely akkor és csakis akkor igaz, ha a ¢; konfigurdaciébdl elérhet6
t 1épésen beliil a ¢y konfiguracio.

©ey.co.1 kONNOyen felirhatd, hossza O(nk).
Legyen t > 1.

Per,cot = Elc[gpcl,c,[%] N 900,02,[%]]

Ez a mddszer exponencidlisan hosszi formuldkat eredményez!

Per,cat = JeVavd' [((d =cC A d = C)\/
(d=cNd =c)) —

Pd,d, [%1]
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QBF PSPACE-teljes
Megjegyzés

e QBF akkor is PSPACE-teljes, ha a formula magja knf, a kvantorok alternalnak, és az
els6 kvantor 3 (esetleg az utolsé is 3).

e Ekkor QBF felfoghato kétszemélyes jatékként.
Adott ¢ = dr\Vaodxs ... QY

— az 1. jatékos valasztja az xq, x3, ... valtozok értékét és célja ¢ igazza tétele,

— a 2. jatékos valasztja felvaltva az o, x4, ... értékét, célja 1) hamissa tétele.

Y € QBF & az 1. jatékosnak nyerOstratégidja van.

Dr. Esik Zoltan A szdmitastudomdany alapjai — slide #157



FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes

Adott egy G iranyitott graf egy p kezddestcsbdl. Két jatékos p-bol indulva felvaltva egy olyan
ut csucsait nevezi meg, mely nem halad a4t mar meglatogatott csicson. Az a jatékos veszit,
aki nem tudja folytatni. A probléma annak eldontése, hogy az elsé jatékosnak van-e nyer6
stratégiaja.

Tétel A FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitas Az, hogy PSPACE-ben van, a QBF-hez hasonldéan igazolhaté. Azt, hogy
PSPACE-nehéz, a QBF-bdl valé visszavezetéssel igazoljuk.

Legyen adva a ¢ formula
@ = deVaodes .. dag) k paratlan
Yv=c1N...N\N¢, knf
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FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes
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Az L és NL osztalyok

Definicié L. = SPACE(logn)
— NSPACE(log n)

Példa ELERHETOSEG € NL.

Vilagos, hogy
L CNL C P C PSPACE.

Az is ismert, hogy NL C PSPACE. Az a sejtés, hogy a fenti tartalmazéasok mindegyike valédi.
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Logaritmikus tarral valé visszavezetés

Definici6 Legyen L; C X7, Ly C 5. Azt mondjuk, hogy az f : X7 — 35 fliggvény az L
Lo-re, ha

Yw (’UJ - Ll = f(w) € Lg)

és f kiszdamithaté O(logn) térkorlatos determinisztikus Turing-géppel.

Definici6 Azt mondjuk, hogy L; C ¥ az Ly C X5 nyelvre,
ha létezik olyan f : X7 — X fliggvény mely az Li-nek az Lo-re vald logaritmikus térral valé
visszavezetése. Jelolés: Ly <; Lo.

Allitas Ha Ly <; Ly akkor L; <, Ly.

Tétel A <; reldcid elérendezés.
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Logaritmikus tarral valé visszavezetés

Tétel NL = coNL.

Tétel Az ELERHETOSEG NL-teljes a logaritmikus tarral valé visszavezetésre.

Dr. Esik Zolt4n
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Hierarchia R
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