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A kiszamithatosag elmeletének kialakulasa I.

® 1900: Hilbert 10. problemaja
Adott f(x1,...,xn) = g(x1,...x,) diofantikus egyenlet, ahol f es
g egész egyutthatos polinomok, létezik-e (egész etéku)
megoldasa.

® 1971: Matijasevi C
Hilbert 10. problémaja algoritmikusan megoldhatatlan

® 1928: Hilbert
Talaljunk olyan algoritmust, amellyel a predikatumkalkulus
(figgvenykalkulus) tetszoleges kijelentésérol eldonthetjik,
hogy érvénye-e.

® 1930-as évek kbzepe: Church, Turing
llyen algoritmus nem létezik.
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A kiszamithatosag elmeletének kialakulasa Il.

1931: Godel
primitiv rekurziv fliggvények

1934: Godel
altalanos rekurziv fliggvények

1930-as evek eleje: Church, Kleene, Rosser (Princeton)
A-definialhatdsag

1935, AMS New-York-i 0sszejovetele

Church tézise . Az altalanos rekurziv figgvenyek (matematikai
fogalom) megfelelnek az algoritmikusan kiszamithato figgveny
fogalmanak (intuitiv fogalom).

1936: Kleene
Az altalanos rekurziv fiiggvenyek megegyeznek a
A-definialhato fuggvenyekkel.
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A kiszamithatosag elméletének kialakulasa IlI.

® 1936: Turing
Bebizonyitja, hogy a Turing-gep ekvivalens a \-definialhato-
saggal, és megfogalmazza azt a tézist, hogy a Turing-gép
megfelel az algoritmussal kiszamithato figgvenyeknek

A Church-Turing tézist tapasztalati tenyek és matematikai
eredmények tamasztjak ala:

e Minden intuitiv ertelemben megoldhato problemaradl sikerult
kimutatni, hogy azok megoldhatok a matematikai modellekben
IS.

e A matematikali modellek ekvivalensek.
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Kiszamithatosag es bonyolultsag

Kiszamithatosag . Melyek az algoritmikusan megoldhato
problemak?

Bonyolultsagelmélet . Melyek a gyakorlatilag megoldhato
problémak, eroforras igény.

1971: Cook

P és NP osztalyok, NP-teljesseg, SATNP-teljes

1972 Karp
Ramutat az NP-teljes problémak valtozatossagara.

1973: Levin
Tobb kombinatorikus probléma ,univerzalis a kimerito
kereseésre”
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Tovabbi bonyolultsagi osztalyok

(és szamitasi modok)

e L NL, PSPACE, EXP, ...
e Valoszinliségi modellek
e Parhuzamos szamitas, stb.
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Polinom id 6ben megoldhatd problemak

ELERHETOSEG:

Adott: EQy G = (V, F) iranyitott gréaf, feltehetjik hogy
V={1,2,...,n}.

Kérdés: Létezik-e 1-bol n-be vezeto Ut?

Modszer:

S := {1} és "megjeloljuk" az 1 csucsot.
Amig S ki nem ardl:
Valasztunk egy i € S csucsot, S := S — {i}.

7=1,...,n:
(z,7) € E, j nem megjelolt => S := S U {j} és megjeldljuk j-t!

"lgen" valaszt adunk, ha n megjeldlt , kildnben "nem" valaszt.
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Néhany kimaradt részlet

bemenet megadasa — pld. szomszedsagi matrix
(Fligg a modelltol, de Iényeges szerepet nem jatszik.)

S reprezentalasa
sor. Szelességi kereses
verem . egyfajta mélységi keresés

Hatekonysag
A matrix minden elemét egyszer hasznaljuk fel.

Amennyiben az egyszert miveletek (S egy elemének
kivalasztasa, megjel6lése, stb. ) konstans id6igényliek: O(n?).

Az ELERHETOSEG eldontési probléma .
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MAXIMALIS FOLYAM

Adott: (V, E, s,t,c) halézat, ahol
e (V, E) iranyitott graf

e sc Viforrdas,t € V nyel6
(ahol ¢ elérhetd s-bol)

e (i,7) € E = c(i,j) € N, kapacitas

Feltesszik, hogy nem leteznek ellentétes élparok es hurokelek,
tovabba s-be nem vezet és ¢-bol nem indul él.

Kérdés: Mekkora a legnagyobb értéku folyam?
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A folyamok definicigja

Folyam: f : E — IN

e (i,j) € L=0<f(i,5) <cli,j)
. > fg) = fG. k) VjieV\{st}
)

(i,j)ER (j,k)eE

Az f folyam értéke:

> fs,k)

(s,k)eE



All. Akkor és csak akkor letezik az f folyamnal nagyobb értéki
f’ folyam, ha az alabbi N(f) halézatban ¢ elérheto s-bol.

N(f) = (V,E' st )
E' = (E\{(4,4) : f(i,j) =c(i,j)} U
{(6,7): ;1) € B f(j,1) > 0})

{ c(i,j) — f(i,j) ha(i,j) € ENE

/- -
C Z? — . .
(6,J) f(7,17) ktilénben.

(N(f) tartalmazhat ellentétes élparokat.)
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Tegytk fel, hogy N(f)-ben adott egy s-b0l t-be vezeto t.
Legyen d az uton eloforduld minimalis élkapacitas.

Minden (i, 7) élre legyen:

f(i,7)+d ha(i,j) € En E' elofordul az tton
(i, 7) = f(i,7) —d ha (j,i) ¢ E el6fordul az Gton
f(i,7) kulonben.

Ekkor /' az f-nél nagyobb érték( folyam.
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Moddszer

Kezdetben f az azonosan nulla folyam.

Adott f esetén keszitsuk el N(f)-et.

Ha N(f)-ben t nem érheto el s-bol, akkor f maximalis.
Kulonben egy s-bol t-be vezetd Uthoz és annak minimalis

folyammal ismételjik meg az eljarast.

Hatekonysag:

C := max{c(i,j) | (i,7) € E}

O(nC) lépés,lépésenként O(n?) id6: O(n3C)

NEM POLINOMIALIS. (C' miatt.)

Az Utkeresés szélességi valtozataval (legrovidebb Gt): O(n?)

A MAXIMALIS FOLYAM optimalizalasi probléma.
Eldontesi valtozat MAXIMALIS FOLYAM (E).
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Az utazougynok probléma

TSP

Adott: Az 1,...,n varosok es barmely ket i, § varos tavolsaga:
d; ;.
3J

Kérdés: Talaljunk az 6sszes varost pontosan egyszer érinto
legrovidebb korutat.

Eldontési valtozat: TSP (E)

Trivialis médszer : Az 6sszes 3(n — 1)! lehetséges korut
megvizsgalasaval.

Nem ismert, hogy TSP megoldhatd-e polinom idejl
algoritmussal. (NP-teljes probléma.)
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A p osztaly

Def. Legyenek f, ¢ : IN — IN flggvények.

* f(n)=0(g(n)), halétezik olyan ¢ > 0, hogy f(n) < cg(n)
majdnem minden n-re.

* g(n) =Q(f(n)), ha f(n) = O(g(n))
* f(n) =0(g(n)), ha f(n) = O(g(n)) €s g(n) = O(f(n)).

Pelda. L 1
p(n) = aon™ +an” "+ ...+ ai

g(n) = bont +bin' L4+ .+

ahol ai,bj e IN, ag,bg > 0 Ekkor:

o p(n) =0(q(n)) <k <1,

e p(n) = O(q(n)) & k = 1.
Legyena € IN, a > 1. Ekkor

e p(n) =0(a"), de a" # O(p(n)).
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Def. EQy probléma a P osztalyba esik, ha a probléma
megoldhato6 polinom idGigény(i (vagy O(rn*) idGigény()
algoritmussal.

A polinomialis tézis
e Egy algoritmust akkor ad gyakorlatilag kielégitd megoldast egy
problémara, ha idoigénye polinomialis.

* Egy probléemat akkor tekintlink gyakorlatilag megoldhatonak, ha
a P osztalyba esik.
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Néhany ellenvetes

Elfogadhaté-e a gyakorlatban egy O(n!%) id6igény(i
algoritmus?

A konstansok nagysaga.

Kismeéretl adatokon egy exponencialis algoritmus is jobban
viselkedhet, mint egy polinomialis (de csak veges sok adaton).

Legrosszabb eset — varhato viselkedeés.

Hatékony parhuzamositas.

Ugyanakkor

A gyakorlatban eloforduld P-beli problémak rendje kicsi.

A P osztaly robosztus, és elegans matematikai elmélethez
Vezet.

Fontos informacidkat szolgaltat a hatekonyan megoldhato
problémak szerkezetérol.
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Turing-gépek definicigja

Def. Turing-gép : M = (K, 3,9, s)
K : allapotok veges, nemiures halmaza
Y. : bettk (szimbolumok) véges, nemiires halmaza

6. atmenetfliggvény
K x ¥ — (KU{h,,Jgen”, ,nem”}) x ¥ x {«,—, —}

s. kezdoallapot
>Ued, Y—{o,u}#0
0(q,>) = (p,p, D) = p=1,D =— (legalabb is D #« )

Esik Zoltan — p. 18/172



S R
SIS~ 1 A dddJd A3 A5~ —~ A
S S sE S ESS 5w x

RS I RS I SIS
~ — " — — N — - - — — —

peK oceX

O— | ANO— ] AO— ] ANO— | A

nonn N T IISIISIESSIISISS

Esik Zoltan — p. 19/172



Konfiguraciok

Def. A szamitasi folyamat adott pillanatanak teljes leirasat
konfiguracionak nevezzuk.

Formalisan:
(q,w,u)
e g € KU{h,,gen” ,nem’},

e w € YT, a mutatotdl balra esd szo, beleértve azt a bet(it,
amelyet a mutato kijeldl,

e y € X*, a mutatotdl jobbra levo, esetleg Ures sz6.
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Atmenetrelacio

Def. (¢, wo, u)%(q’, w', u')

q & {h,,igen”, ,nem"},é(q,0) = (¢, p, D), €S
D =— esetén:
, wpT hau = 71Uy , w1 hau = T1ug
w == u =
wpll hau=¢ e hauw

|
™

D = —esetén: w' =wp ésu' =u

D =« esetéen: w' =w eés v = pu
Mk / / /

Def. (q,w,u)—(q,w’,u’)

q,w, u %ﬂl q/7 w/,u/
( )
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Jgen’

.nem”

A Turing-gép altal kiszamitott fliggveny

Def. Legyen x € (X \ {>,U})*. M(x) =
ha (s,p, x)ﬂi(,,igen”, w, u) valamely w, v szavakra;

ha (s,p, x)ﬂi(,,nem”, w,u) valamely w, u szavakra;

*

ha (s,p>, :z:)&(h, w, u) valamely w, v szavakra ugy, hogy
wu = >yLU* alaka és y = ¢ vagy y utolso bet(ije nem L;

kUlonben, azaz ha M nem all meg az (s,r, x)
kezdbkonfiguraciobdl inditva.

Esik Zoltan — p. 22/172



Binaris novelés

=
Q

]

Sl lalwlw|n|lwn|M
Vil OolIVILC Il olMm

5(p, o) (s,>,11011) (s,>,111)
(s,0,—) (s,1,1011) (s,>1,11)
(s,1,—) | (s,>11,011) (s,511,1)
(¢,U, <) | (s,5110,11) (s,5111, )
(5,0, —) (s,>1101,1) (s,>111U, )
(h,1,—) | (s,511011,¢) (q,>111, L))
(¢,0,<) | (s,511011LL,¢) (q,>11,00))
(h,>,—) | (q,>11011, L) (q,>1,00UL)
(¢,>1101, 0U) (g,>,000U)
(¢,>110, 00L) (h, >0, 00L))
(h,>111, 00L)
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A palindromak felismerese

peK oceX | ip,o) peK oceX | dp, o)

s 0 | (q0,>—) 40 0 | (q,U,«)

S 1 (q1,>,—) T 1 (,nem”, 1, —)
s > (8,15, —) q, > (Ligen”, >, —)
s L] (wigen”, LI, —) q; 0 (,nem”, 0, —)
q0 0 | (q,0,—) a0 1| (¢, U,«)

q0 1 (g0, 1, —) q; > (Ligen”, >, —)
q0 L] (g0, U, <) q 0 (q,0,«)

7! 0 | (q1,0,—) q 1] (g;1,<)

7! 1| (¢1,1,—) q > | (5,0, )

q1 L (q/17 L, <)
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Turing-gepek mint algoritmusok
/ N\

Nyelvek elddntése Szofliggvények kiszamitasa

Def. Azt mondjuk, hogy az M Turing-gép eldonti az

L C (X —{>,u})* nyelvet, ha barmely z € (X — {»,U})* szora:
re L= M(x)=,,gen”
r ¢ L= M(x)=,nem”

Def. Azt mondjuk, hogy M felismeri az L C (X — {>,U})* nyelvet,
ha barmely x € (X — {>,U})* szora:

re L= M(x)=,,gen”

r¢ L= Mz)=/

x ¢ L= M(x)# ,gen’]
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Def. EQY L C (X — {>,U})* nyelvet rekurzivnak vagy eldonthet 6nek
nevezilnk, ha létezik olyan M Turing-gép, mely eldonti az L

nyelvet.
Rekurzivan felsorolhatonak nevezzuk az L nyelvet, ha letezik olyan

Turing-gép, amely felismeri L-et.
All. Minden rekurziv nyelv rekurzivan felsorolhato.
(A forditott iranyu implikacio nem igaz.)

Def. Legyen f: (X — {>,U})* — X*. Azt mondjuk, hogy f rekurziv
figgvény , ha letezik olyan M Turing-géep, hogy barmely
re (X —{>,U})* szbra
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Példak eldonthet 6 nyelvekre

e palindromak a {0, 1} halmaz felett.
o {0"c0™cO™™ : n,m >0}

o {0"c0"cO™ : n,m >0}

o {07"c0®" : n>0}

o {TicTacr1 + 12 : x1,x2 > 0} ahol 7 jelenti az x szam binaris
alakjat.

e {T : x primszam }
Peéeldak rekurziv fliggvenyekre

o r— L r e {0,1}*
— x + 1 x>0
oTc§|—>x+y x,y >0

°
%%I

n+— Dn, n >0
pn, = n-dik primszam.
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Nyelvek — elddntési problémak

Rekurziv nyelvek — algoritmikusan megoldhato eldontési
problémak

Szofluggvények — optimalizalasi problemak

Rekurziv fuggvenyek — algoritmikusan megoldhaté
optimalizalasi problémak

Barmely véges matematikai objektum (algoritmikusan)
kodolhaté szavakkal. Barmely két ,elfogadhatd” kodolas
polinomialis kapcsolatban all egymassal.

A kiszamithatdsag és bonyolultsag elmélete fiiggetlen a
kodolastol .
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Tobbszavas Turing-gépek

Def. EQY k szavas Turing-gépen egy M = (K, 3,6, s) rendszert
értunk, ahol K, ¥, s ugyanazok, mint kozénséges Turing-gép
esetén, / pedig

K x Yk (K U{h, igen”, ,nem”}) x (3 x {«—, —, —>})]‘C

leképezés.
Kikotés: > nem irhato at és ,nem Iépheto at".
Def. Konfiguracio:

(Qleaula R awkauk)a q & KU {h,,,igen",,,nem"},’llh; c Z—i_,’UJi c Z*

M MM

Az , , — relaciok ertelem szerint definialtak.
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Palindromak eldontése 2 szalaggal

peEK o1€X o9€X | dp,o1,09)
S 0 L] (s,0,—,0,—)
S 1 L] (S, 1,—,1, —>)
S > > (8,>, —, >, —)
S L] L] (g, U, «—, U, —) (s,0,010,>, ¢)
q 0 L] (q,0,«—, LI, —) (s,0010U, €,>010L, €)
q 1 L] (q,1,«—, L, —) (q,>010, U, >010L, )
q > L] (p,>, —, L, <) (q,>, 0100, 0100, €)
D 1 1 (p, 1, —, L, <) (p,>0, 10U,>010, L)
3 0 0 (p, 0, —, LI, <) (p,>01, 0L, >01, LILJ)
3 0 1 (,nem”, 0, —,1,—) | (p,>010U,¢e,>, LI LI LILI)
D 1 0 (,nem”, 1, —.,0,—) | (4igen”,>010L, &,>, LI LI LILJ)
P L > (Jgen”, LU, — >, —)

Esik Zoltan — p. 30/172



Def. Legyen x € (X — {L,p})*.

M(xz) = ,lgen”

(s,>,2,>,8,...,>, 5)K>(,,igen”, W, ULy - e vy W, U
M(z) = ,nem"

(s,>,2,>,6,...,D, e)ﬂi(,,nem”, W1, UL, - -y Wiy UL
M(x) =

(s,>,2,>, €, ... ,D,s)ﬂ(h,wl,ul, e Wy UL)

és y a wiuy elején allo > és végén esetleg eldfordulo LI jelek
elhagyasaval eloallo szo.

M (x) = kulonben.

Eldontés, felismerés sth. k6zdnséges Turing-géphez
hasonloan.
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Def. Legyen f: N — IN, M pedig tobbszavas Turing-geép.
M f(n) id6korlatos Turing gép , ha M minden z bemeneten
legfeljebb f(|z|) lepésben megall. (|z| a sz6 hosszat jeldli.)
Mas elnevezések: M idéigéenye (legfeljebb) f(n).

Def. TIME(f(n))={L : AM f(n) idokorlatos Turing gép, mely
eldonti L-et }

Példa.
L C {0,1}*, palindromak.

I e TIME((n+1)2(n+2))
L € TIME(3n + 3)

|dOkorlat esetén mindig kikotjik, hogy f(n) > n
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Tétel. Barmely k-szavas f(n) > n idokorlatos M Turing-géphez

megadhatd olyan O((f(n))?) id6ékorlatos, egyszavas M’ Turing-
gép, hogy M (z) = M'(x) teljestl minden x bemeno
szora.

Biz.

e )M’ egyetlen széban tarolja M k szavanak konkatenacigjat.
e Minden egyes szb6ban egy betl ,ala van huzva".

e Egy lépés szimulalasahoz M’ végigolvassa az egész szot.
e Esetleg jobbra Iépteti a szot.

e IdOigeny Iépésenként O(f(n)).

o Teljes idGigény: O((f(n))?).
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Linearis felgyorsitas

Tétel. Tegyuk fel, hogy L € TIME(f(n)). EKkor barmely £ > 0
valos szamra L € TIME(f'(n)) is teljesul, ahol

f'(n) =¢ef(n) +n+2.
Biz. Legyen M k-szavas, f(n) idOkorlatos Turing-gép.

Lo k hak>1
2 hak=1

Belatjuk, hogy M szimulalhat6 £’ szavas, f'(n) idOkorlatos
Turing-géppel (M'-vel).
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M'" az M szavait m hosszu blokkokra bontja, és minden blokkot
egyetlen betlkent tarol.

ElsO menet; tomorités. M’ masodik szavaban elkésziti az elso
sz0 (bemenet) tomdoritett valtozatat: n + 2 lépés.

A méasodik sz6 elejére mozgatja a mutatot |2 | [épés.

M" allapotai: (q,i1,...,i) 1<i; <m.

M"az M gép m egymast kdveto lépését 6 [épésben szimulalja:
6{i%QWIépés.

Teljes idoigény:

2+ [2] 46 [ L] <np27| L)

Ha m elég nagy, akkor ez < cf(n) +n + 2.
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Kév. Ha L € TIME(f(n)), ahol f(n) =an+b, a,b € IN, a > 0,
akkor n egyutthatojat tetszolegesen kdzel vihetjuk 1-hez:

L € TIME(f'(n)), ahol f'(n) = (1 + ¢)n + ¢, valamely
tetszblegesen kicsi pozitiv e-ra és valamely c-re.

Ha L ¢ TIME(f(n)), ahol f(n) masodfokl polinom, akkor a
masodfoku tag egyutthatojat tetszolegesen kdzel vihetjuk 0-hoz.

Def.

o
P = TIME(n*),azaz P = | | TIME(n’)
1=1

Tehat L € P < dp(n) polinom, hogy L € TIME(p(n)).
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Tarkorlatok

Def. Legyen k£ > 2. EQy k-Szavas lyukszalagos Turing-gép olyan k
szavas Turing-gép, amely

e €elsO szalagjat csak olvassa,

e utolso szalagjara csak ir.
(Itt a szalag a sz0 szinonimaja.)

5(Q70-17"'70_/€) — (pap17D17°°°7IOk7Dk) — p1 = 01, es Dk 7é<_
Tovabba, ha o1 = U, akkor D =«.

All. Barmely k-szavas f(n) idOkorlatos M Turing-géphez letezik
vele ekvivalens, O(f(n)) idokorlatos (k + 2)-szavas M’
lyukszalagos Turing-geép.

Ekvivalens : M (x) = M'(x) minden z bemenetre.
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Legyen M egy k-szavas Turing-gep és x egy bemeno szo.
Tegyuk fel, hogy

M*
(S,D,CE’,D,E{, R ,D,e)—>(p,w1,u1, R awkauk)a

ahol p € {h, ,igen”, ,nem”}.
k
M tarigénye z-€n: > |w;u;.
1=1
Kivétel: M (hangsulyozottan) lyukszalagos.
k—1

Ekkor a tarigény z-en: 2_: |w;ug].

1=2
Def. Azt mondjuk, hogy M f(n) tarigényd Turing-gép , ha M
minden x bemeneten megall, és tarigénye minden z
bemeneten legfeljebb f(n).
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Def. Azt mondjuk, hogy az L nyelv a SPACE(f(n)) bonyolultsagi
osztalyban van, ha létezik az L nyelvet eldonto f(n) tarkorlatos
lyukszalagos Turing-geép.

Jelolés. L = SPACE(logn)
Példa. A palindromak nyelve az L osztalyba esik.

* Egy lyukszalagos Turing-gép masodik szavabanegy 1 <i <n
szam binaris alakjat tarolja.

e Az i-dik menetben megnezi, hogy a bemenet i-dik betlje
megegyezik-e a hatulrdl i-dikkel. Ehhez egy harmadik
munkaszot hasznal a szamlalashoz.
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Tétel. L € SPACE(f(n)) = Ve > 0: L € SPACE(ef(n)).

Biz. Legyen M az L-et eldonto f(n) tarkorlatos lyukszalagos
Turing-gép. Legyen m > 0. Készitink egy M-et szimulaloé M’
lyukszalagos Turing-gépet, mely M munkaszalagjait m-es
blokkokban tarolja egyetlen munkaszalagjan.

M’ tarigénye: {%l .

De

Esik Zoltan — p. 40/172



Nemdeterminisztikus Turing-gép

Def. k-Szavas nemdeterminisztikus Turing-gép egy N = (K, X, A, s)
rendszer, ahol K, X, s ugyanazok, mint kdzonseges k-szavas
Turing-gép eseten,

A C {K X Zk: X {(K U {h, igen”, ,nem’}) x (L x {—, —, —}F

A konfiguracio, kdzvetlen atmenet (L), kOzvetett atmenet
(ﬂ), t lepéses atmenet (ﬂ) relaciokat az elozoeknek
megfeleloen definialjuk.
0wl )
/
(¢, w1,u1, ..., Wk, ug)

N

/! /! /! /! /!
(p",wi,uy, ..., wy,ug)
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Def. Legyen L C (¥ — {>,U})*. Azt mondjuk, hogy N eldonti az L
nyelvet, ha minden z € (X — {>, U})* szora:

rel <— dwi,uy,..., WL, ug :
N* - 1
(s,>,2,>,6,...,> )—(,igen”, wy, u, ..., Wk, Uk)

Tehat nem koveteljuk meg, hogy N minden bemeneten
megalljon, es létezhetnek vegtelen szamitasi sorozatok is!

Def. Legyen L C (X — {>,U})*, f: N — IN. Azt mondjuk, hogy N
f(n) id6ben eldonti az L nyelvet, ha eldonti, és valahanyszor egy

r Sszora, (q,wy,uq,...,w, ur) Konfiguraciora és ¢t > 0 szamra:
Nt
(S,D,Qf,b,&f, s ,[>,€)—>(Q,UJ1,U1, s 7wk7uk)

mindig fennall, hogy ¢ < f(|x|).
Tehat minden szamitasi sorozat veges.
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Def. NTIME(f(n)) = { L : letezik L-et f(n) idOben eldontd
nemdeterminiztikus Turing-gép }.

Itt is feltesszUk, hogy f(n) > n.
All. TIME(f(n)) € NTIME(f(n)).
Tétel. Minden ¢ > 0 valos szamra:

NTIME(f(n)) € NTIME(c f(n) +n + 2).

&0 .
Def. NP = NTIME(rn*) = |J NTIME(n")
=1

1=
péida. TSP(E) € NP

Nem ismert (de nagyon valoszinltlen), hogy létezik-e
,hatékony” modszer nemdeterminisztikus Turing-gepek
szimulalasara.

0
P=NP
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Tétel. NTIME(f(n)) C |J TIME(c/ ™).
c>1

Biz. Legyen N egy f(n) idokorlatos nemdeterminisztikus Turing-
gép. Belatjuk, hogy N szimulalhat6 egy 3-szavas, ¢/ (")
idokorlatos M Turing-géppel valamely ¢ > 1 szamra.

Legyen N = (K, ¥, A, s). Minden (q,0) € K x X rendezett parra
legyen

CQJ — {(q/70-/7D) : ((Q70-)7 (q/70-/7D)) S A}’
d = max, s |Cyol-

Feltehetd, hogy d > 1.

Minden ¢ Iépésbol

allo nemdeterminisztikus valasztasi sorozat reprezentalhato egy
Cl...Ct, CiE{O,...,d—l}

sorozattal. A sorozatokat rendezzuk lexikografikusan.
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M az egyik munkaszalagjan sorra elOallitja a ¢; . . . ¢; valasztasi
sorozatokat, a masikon az adott sorozatra szimulalja N
muUkodeéseét.

M akkor all meg ,igen” allapotban, ha valamely valasztasi
sorozatra N ugyanezt teszi.

M akkor all meg ,nem” allapotban, ha valamely ¢ esetén N az
dsszes ¢t hosszu valasztasi sorozatra egy ,igen”’-tol kilénbdzo
allapotban all meg.

ldoigény:

Valasztasok szama: Z{i%) dt = df(z)ji—l — O(df (n)+1) _ @(df (n))
Sorozatonként:  O(f(n))

Osszesen: O(f(n)df(”)) — O(d’f(ﬂ))
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Def. Azt mondjuk, hogy a k-szavas N = (K, 3, A, s)
nemdeterminisztikus lyukszalagos Turing-gep f(n) tarral (vagy
tarkorlattal) eldonti az L C (X — {>,U})* nyelvet, ha eldonti és
valahanyszor

N*
(S,D,Qf,b,&f, ce 7[>7€)—>(Q7w17u17 S ,wk,Uk)

ahol x € (X — {>,U})*, ¢ € K U {,igen”, ,nem” h} w;, u; € X*,
fennall, hogy

k—1
Z:z lwiw;| < f(]z]).

Def. NSPACE(f(n)) = {L: létezik olyan nemdeterminisztikus
Turing-gép , mely f(n) tarral eldonti L-et }.

NL = NSPACE(logn)

A Turing-gepnek létezhet vegtelen szamitasi sorozata is!
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All. SPACE(f(n)) C NSPACE(f(n))
Példa. ELERHETOSEG € NL

Biz. 4-szavas lyukszalagos nemdeterminisztikus Turing-gépet
tervezunk.

e Egyik munkaszalag: i aktualis csucs binaris alakja
(kezdetben 1).

e Masik munkaszalag: nemdeterminisztikusan general a gép
egy j csucsot (binarisan).
e Ellendrzi, hogy (i,5) él-e.

e Ha nem, akkor h allapotban megall,
e Ha igen, akkor

j = n eseten ,igen” allapotban megall;
j # n esetén kicseréli i-t j-vel es folytatja az eljarast.

e Az ,igen” valaszt az output szalagra kiirja.
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Késobb azt is belatjuk, hogy
ELERHETOSEG € SPACE(log” n)

Tétel. Ve > 0 : NSPACE(f(n)) € NSPACE(ef(n))).
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Kozvetlen hozzaférésu gepek (RAM)

A Church-Turing tézis legfobb bizonyitéka:

Az algoritmus fogalom barmely két matematikai modellje
ekvivalens.

Erésebb tézis : ,, Az algoritmusok és idoigenyik matematikai
eszkdzokkel vald modellezesére tett barmely észszeri kisérlet

szukseégkeppen olyan modellhez és idoigeny-fogalomhoz vezet,
mely polinomialisan ekvivalens  a Turing-geppel.”

Ezt demonstraljuk RAM esetén.
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RAM

e adatszerkezet: regiszterek , melyek 0-tol kezdve
sorszamozottak. Minden regiszter tetszbleges pozitiv vagy
negativ egesz szamot tarolhat. A 0. regiszter: akkumulator .

® cimzeési modok:
direkt ;
Indirekt T 4
kOzvetlen = j

e utasitasszamlalo: ~
e bemenet: (ig,i1,...,1;) €g€sz Szamok sorozata
A j-dik regiszter tartalmat r; jeloli.
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Utasitasok:

READ ] rog .= ij
READ 1y ro 1= i,
STORE ] rs = T0
STORE 1y Tr; == T0
r€{7,77,= 7} esetén
LOAD =z ro =&
ADD =z ro =70+
SUB =z ro =710 — T
HALF e = |10/2]
JUMP K=
JZERO na rg = 0 akkor k :=
JPOS na rg > 0 akkor k :=
JNEG 7 na rg < 0 akkor k :=
HALT

Program: Utasitasok véges sorozata. A program szemantikajat
természetes modon definialjuk. Hibas utasitas a program
terminalasat eredmenyezi.
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ldGigény szamitasa: minden utasitas egysegnyi
(Tulzottan liberalis — nem)

t
Bemenet mérete: [ = (g, ...%:) mérete: [(1) = > I(i;)
j=0
[(i;) az +; binaris reprezentaciéjanak hossza.

Tehat O(n) idOigény azt jelenti, hogy a lépésszam aranyos a
bemeneten adott szamok logaritmusaval.
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Tétel. A Turing-gép polinomialisan ekvivalens a RAM-mal.
Pontosabban:

A Legyen L C (X — {>,U})* aT f(n) idOkorlatos Turing-géppel
eldontott nyelv. Legyen ¥ = {o1,...,0%},

DE:{(il,...,in,O)i n > 0, 1<ij</€}

(Tehat Dy, a X*-nak felel meg.)
Legyen

¢ : Dy —{0,1}  or(i1,...,in,0) =1 <= 0oy, ...0;, € L.

Ekkor létezik olyan RAM-program, mely O(f(n)) idoben
kiszamitja o -et.
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B Legyen D egész szamok veges sorozatainak halmaza

¢ pedig D-t az egész szamokba képezo fiiggvény. Adott i
egeszre jeldlje b(i) az i binaris reprezentaciojat, I = (i, ..., i)
eseten legyen b(1I) = b(ig);. . .;b(iy).

Ha ¢ ,kiszamithatd RAM programmal”, akkor Iétezik olyan M
Turing-gép, mely kiszamitja -t a kdvetkez0 értelemben.
TetszOleges I € D esetén

M(b(1)) = b(e(])).

Tovabba, ha ¢ f(n) lépésben kiszamithato RAM programmal,
akkor kiszamithatd O( (f(n))? ) id6korlatos Turing-géppel.
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Univerzalis Turing-gep

Tétel. Letezik olyan U Turing-gép, amelynek ha adott egy
tetszoleges M Turing-gép és az M egy x bemenete, Ugy
viselkedik, mint M az z-en, azaz U(M;x) = M(x).

Természetesen M és x kddolva adottak U szadmara, és U az
M (x)-et ezen kddolas szerint szamitja Kki.

A kodolas
M = (K,X,4,s). Felteheto, hogy

> = {1,2,...,]|X}
K = {IZ[+1,....[5]+[K][}
s = |X|+1
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lgy M megadhaté a |K|, |X| szamok binaris alakjaval, melyet ¢
leirasa kovet, amely ((¢,0), (p, p, D)) alaku parok sorozata. A g,
o, p, p, D mindegyike binaris szammal megadhatd. A(, ) stb.
karakterek is kddolhatdk binarisan.

—,—,—, ,gen” , .nem”, h feleljen meg a
2|+ |K|+1,...,]%] 4+ |K|+ 6 szamoknak.

Az x bemenet szintéen megadhatd binaris szamok sorozataval.
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U mukodése

Kétszavas Turing-gép.
1. sz0: M;x bemenet

=7/

U az M minden Iépéséet egy menetben szimulalja, melyben

e Vegigolvassa a 2. szot

e Meghatarozza a 2. szon elvégzendo transzformaciot, és azt
elvégzi

Ha M megall, U is azt teszi.

Amennyiben az U bemenete nem M ;x alaku, akkor (mondjuk)
vegtelen ciklusba esik.
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A megallasi problema

Def. Legyen H = {M;x : M(z) # 7}

Tétel. H rekurzivan felsorolhato, de nem rekurziv .

Biz.

e Rek. felsorolhatdosag: az univerzalis Turing-gép létezésébol
e H nem rekurziv: indirekt bizonyitas.

Tfth, H rekurziv, azaz elddntheto egy My Turing-géppel.
Legyen D olyan Turing-gep, melyre:

D(M) = if Myg(M;M) then ' else halt
Ekkor:

D(D)=/<+= Mgx(D;D)=,gen” < D(D) #/
Ellentmondas.
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MEGALLAS
Adott: M €S x
Kérdés: Megall-e M az z-en?

MEGALLAS elddnthetetlen problema.
Megj. H telies a rekurzivan felsorolhato nyelvek kozatt.
e H rekurzivan felsorolhat6

e Minden rekurzivan felsorolhato L nyelv (rekurzivan)

visszavezethet 6 H-ra
e Legyen L az M Turing-geép altal felismert nyelv.
ervcl «<— Maxe H

? . . ?
e Tehat az € L kérdés eldontését visszavezettik az M:xzeH
kérdésre.
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All. Az alabbi problema algoritmikusan elddnthetetlen.
Adott: M Turing-gép

Kérdés: M megall-e minden bemeneten?

Biz. Adott M és x esetén legyen M’ olyan Turing-gép, hogy az
M’ minden y bemend szavara:

7z

lgy
M(x) #,/ < M’ megall minden bemenetén.

Ha tehat az adott probléma elddnthetd lenne, akkor MEGALLAS
IS az lenne.

Tétel. (Rice) A rekurzivan felsorolhato nyelvek egyetlen
nemtrivialis tulajdonsaga sem dontheto el algoritmikusan.
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All. Ha L rekurziv, akkor L is az.
Biz. Az ,igen” es ,nem” allapotok felcserelésével.

All. Egy L nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha L és L
rekurzivan felsorolhatoak,

Biz.
L rekurziv = L rek. felsorolhato
L rekurziv = L rek. felsorolhatd

Tfh. L és L rek. felsorolhatéak. Ekkor L felismerhetd egy M, L
pedig egy M Turing-géppel.

Szimulaljuk M -et és M-t parhuzamosan!
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Def. Legyen C nyelvek egy osztalya. Ekkor
coC={L : LCY" LeC}

Jelolés. ]
RE = {L : Lrek. felsorolhato}
R = {L : Lrekurziv}
KOv.
R = coR
RE # coRE
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HILBERT 10. PROBLEMAJA

Adott: f(z1,...,xy) = g(x1,...x,) diofantikus egyenlet, ahol f és
g egesz egyutthatos polinomok.

Kérdés: Létezik-e egész ertékl megoldas?

Tétel. (Matijasevic) Hilbert 10. problémaja algoritmikusan
megoldhatatlan.

POST MEGFELELKEZESI PROBLEMAJA

Adott: u1,v1, ..., Up, Uy € 2F
Kérdés: Létezik-e olyaniy,...,ix (k> 0,1 <i; < n) sorozat, hogy

Ugy oo - Ugy = Uy« v - Ugy

Tétel. (Post) A fenti probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Egy domind probléma

Adott: Domino tipusok véges halmaza.

Kérdés: Kirakhato-e domindkkal az egész sik hézagmentesen?

tipus:

A dominok nem forgathatoak.

u2

ui

U4

u3

u; € 2.

Tétel. A domino probléma algoritmikusan megoldhatatlan.
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Egy megoldatlan probléma

Adott: m pozitiv egész szam.

Kérdés: Kongruens -€ m?
Tehat azt kerdezzlk, hogy létezik-e olyan derékszogl A, mely
oldalai racionalis hosszusaguak és amely terllete m.

Példa. 1,2, 3,4 nem kongruensek
5 kongruens: (Fibonacci)
a=3/2 b=20/3 c=41/6.

Nem ismert , hogy a probléma algoritmikusan eldéntheto-e.
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Bonyolultsagi osztalyok

Bonyolultsagi osztaly megadasa

szamitasi modell (altalaban nem tul fontos)
szamitasi mod

korlatozando eroforras

korlat: f: N — IN

Def. Az f(n) flggvény megengedett bonyolultsagi fiiggvény , ha
monoton nemcsokkeno, és létezik olyan M k-szavas
lyukszalagos Turing-gép, mely O(n + f(n)) idoben kiszamitja
f(n)-et az alabbi értelemben: Minden n hosszu x bemenetre

Mt . .
f
(s,>,2,>,6,...,>,8)—=(h,>, x>, L 0> et sl ) £)

aholat=0(n+ f(n)) és j;, = O( f(n)) csak n-tol fliggnek.
ldO esetén f(n) > n is kikotés!
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Példak.
e Minden konstans fliggveny.
o [logn],2" n

¢ f?g:>f+gafgafg
e Tehat minden polinom.

Def. EQYy M (lyukszalagos vagy nem, determinisztikus vagy
nemdeterminisztikus) Turing-géep pontos , ha léteznek olyan f és
g figgvények, hogy M barmely n hosszu x bemenetéhez
tartozd szamitasi sorozata pontosan f(n) hosszu, és a
megallas pillanatdban M minden szava (lyukszalagos gép
esetén az elso és az utolso kivételével) pontosan g(n) hosszu.
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All. Tegyuk fel, hogy az M (determinisztikus vagy nemdeter-
minisztikus) Turing-gép f(n) idoben (vagy tarral) eldonti az L
nyelvet, ahol f megengedett. Ekkor létezik olyan M’ pontos
Turing-gép, amely O(f(n)) idoben (vagy tarral) eldonti L-et.
(Tehat M’ még nemdeterminisztikus esetben is mindig megall!)

Biz. M’ egy adott n-hosszU x bemeneten az ,,f(n)-et kiszamito”
Turing-géep szimulalasaval kezdi mikodeseét, melynek végén
egy munkaszalagon eléall a /() szé.

Feltehetd, hogy minden tovabbi munkaszalag hossza is ennyi
az elso fazis utan.

Ezutan id6 esetén az /(™ sz6t mint 6rat hasznélva pontosan
f(n) l1épésig szimulalja M-et (esetleges Ures lepésekkel).

Tar esetén valamely alkalmas ¢ konstansra ¢/ 1épésig
szimulalja M -et.
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Jelblések.

TIME( f(n)), NTIME( f(n))

SPACE( f(n)), NSPACE( f(n))

P = TIME(n®), NP = NTIME(n*)
PSPACE = SPACE(n*), NPSPACE = NSPACE(n*)
L = SPACE(logn), NL = NSPACE(logn)

EXP = TIME(2")
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A hierarchia tételek

Tétel. Ha f(n) > n megengedett bonyolultsagi figgvény, akkor

TIME(f(n)) ¢ TIME( (f(2n +1))° )

Biz.
Hy = {M;x : M legfeljebb f(|z|) lepesben elfogadja z-et }
ahol M tetszoOleges tbbbszavas Turing-gep.

All. Hy € TIME( (f(n))?).
Al. Hy ¢ TIME( f(|n/2]) ).
Tétel. Ha f(n) > n megengedett bonyolultsagi figgvény, akkor

TIME(f(n)) & TIME( f(n)log® f(n) )
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Példa.
P C TIME(2") C TIME( (22*t1)3 ) C TIME(2" ) C EXP

Tehat P C EXP.

Tétel. Ha f(n) megengedett, akkor

SPACE( f(n) ) & SPACE( f(n)log f(n) )

Példa.
L C SPACE(n) C SPACE(n?) C PSPACE
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Néhany alapvet 0 dsszefliggées bonyolultsagi
osztalyokra

Tétel.

(a) TIME( f(n)) € NTIME( f(n)) €s hasonldan tarra
(b) NTIME( f(n)) € SPACE( f(n))

(c) NSPACE( f(n)) C TIME( klogn+f(n))

Biz.
(a) trivialis
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(b) Legyen M f(n) idokorlatos nemdeterminisztikus Turing-gép.
Feltehetd, hogy minden szamitasi sorozat f(n) lépésbal all n
hosszu x bemeneten, és minden nem megallasi
konfiguraciénak d > 0 ,leszarmazottja” van. Igy a
nemdeterminisztikus valasztasi sorozatokat reprezental hatjuk az
{1,...,d}™ haimaz elemeivel . M’ ezeket generélja
lexikografikusan, es a ,tarat Ujra felhasznalva” szimulalja
minden sorozatra M mukoddéseét.

M’ megall ,igen” allapotban, ha M ,igen” allapotban all meg.
M’ akkor all meg ,nem” allapotban, ha M egyetlen valasztasi
sorozat eseten sem allt meg ,igen” allapotban.

Mivel f(n) megengedett, az elso valasztasi sorozatot generalni
tudjuk (17().
Tarigény: f(n)
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(c) M legyen az L nyelvet f(n) tarral eldonto
nemdeterminisztikus Turing-gep. Mivel M lyukszalagos, az
utolso szalag tartalmara nincs szukség.

Adott =, n-hosszu bemenethez tartozd konfiguracio:

(q’ L, W2, U, - ., W1, uk—l)
. ]
Ezek szama: nc{ (n) — 1°g n+f(n)

Kérdés: Elérheto-e az z-hez tartozd konfiguraciobol egy
(,igen”,...) alaku konfiguracio?

Ez az ELERHETOSEG probléma, mely linearis id6ben
megoldhatd. Tehat létezik olyan ¢ konstans, hogy L elddntheto

Turing-géppel s +f(7) jdében.
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A konfiguracios graf elkészitheto ,elore” is, de szebb megoldas
az, hogy szukség esetén az r bemenet és M gép ismeretében
eldontjik minden esetben, hogy két konfiguracié kozo6tt van-e

él.

Kév. L C NL C P C NP C PSPACE C EXP
LCNL (a)

NL = NSPACE(logn) C TIME(k'°¢") C P (c)
PCNP (a)

NP = NTIME(n*) C SPACE(n*) = PSPACE (b)
PSPACE = SPACE(rn*) C TIME(2"") = EXP  (c)
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Mivel P C EXP,a P C NP, NP C PSPACE, PSPACE C EXP
valamelyike biztosan valodi.

Mivel L C PSPACE, azL C NL, NL C P, P C NP,
NP C PSPACE valamelyike biztosan valodi.

Sejtés. Mindegyik az.
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Savitch tétele

Tétel. ELERHETOSEG € SPACE(log” n)

Biz. (Itt n akar a csucsok szamat, akar a szomszedsagi matrix
taroldsahoz szikséges bitek szamat is jeldlheti.)

Legyen G egy n csucsu graf, azt kérdezzik, létezik-e 1-bol n-be
vezeto (t, vagy altalanosabban x(-bdl yy-ba vezeto ut.

UT(x,y,7) <= létezik x-bdl y-ba vezet s legfeljebb 2 hosszlsagu Ut.

Vilagos, hogy akkor és csak is akkor érheto el yg az z(-bol, ha
UT (0, yo, [logn]).
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. | Jgen” hax =y vagy (z,y) él
UT =
(7,9, ) { ,nem” kilonben

1 > 0:

Ellenorizziik minden z-re, hogy UT(z, 2,7 — 1) és UT(z,y,7 — 1)
igaz-e. Ha létezik ilyen z, akkor UT(z,y,) = ,igen”, kullonben
UT(z,y,i) = ,nem”.

Készithetlink olyan 3-szavas lyukszalagos Turing-gépet, mely
ezt az algoritmust megvaldsitja.

1. szalag: G, xg, yo — bemenet

2. szalag:  verem, rekurziv hivasi lanc,
kezdetben (xg, yo, [logn])

3. szalag: valasz
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Hivasi lanc hossza: [logn |
Egy elem hossza: O(logn)
Osszes tarigény: O(log® n)
Kév. Ha f(n) > logn megengedett bonyolultsagi fliggveny, akkor
NSPACE(f(n)) € SPACE( (f(n))*)

Specialisan:
PSPACE = NPSPACE

Biz. Legyen N nemdeterminisztikus, f(n) tarkorlatos
lyukszalagos Turing-gép. Az N egy x bemeneten valo
szimulalasahoz futtassuk le az el 6z6 algoritmust az /N konfiguracios

grafian. (Feltehetd, hogy N mindig megall.) A graf mérete: ¢/ ("),
lgy adodik a log? ¢/ ™ = O( (f(n))? ) tarkorlat. (A konfiguracios
grafot nem keszitjik el elore.)
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Az Immerman — Szelepcsényi tétel

Tétel. Létezik olyan lyukszalagos nemdeterminisztikus  Turing-geép,
amely logaritmikus tarral  kiszamitja adott G grafra és annak «
csucsara az z-bdl elérhet 6 cslicsok szamat .

Megj. EQY nemdeterminisztikus lyukszalagos gép akkor szamit ki egy

F'(x) fuggvényt , ha minden z bemenetre minden szamitasi
sorozat végén h vagy ,nem” allapotban all meg (tehat nem
leéteznek végtelen szamitasi sorozatok), és minden = bemenetre
létezik olyan szamitasi sorozat, melynek végén h allapotban all
meg. Ebben az esetben az utolsé szalag tartalma mindig F'(z).
Ha még a munkaszavak hosszanak 6sszege mindig legfeljebb
f(|x|), akkor a gep f(n) tarral szamitja ki F'(z)-et.
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Biz. JelOlje n a csucsok szamat, és k£ =0,...,n — 1 esetén
legyen S(k) az x-bol legfeljebb i hosszu uton elérhetod csucsok
halmaza. Neklnk |S(n — 1)|-et kell meghataroznunk.

Vilagos, hogy S(0) = {z}, |S(0)| = 1.

Az |S(k)| meghatarozasahoz |S(k — 1)|-et hasznaljuk fel,
?

tovabba egy olyan eljarast, amely valaszt ad az ueS(k)

kerdesre. u =1,2,...,n-re meghivjuk ezt az eljarast:

m := 0 ; valasz:=hamis
Mindenv = 1,...,n cslcsra
hav € S(k — 1) akkor m:=m+1
ha tovabba (v, u) él vagy v = u, akkor valasz:=igen;
ha végul m < |S(k — 1)| akkor ,nem”
kilbnben az eredmény valasz értéke.
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Ittav € S(k — 1) kérdésre egy ,pontatlan” nemdeterminisztikus
algoritmus ad valaszt, mely megsejt egy legfeljebb k£ hosszu
csucssorozatot és ellenorzi, hogy az z-bol v-be vezeto ut-e.

Téarigény: aranyos az egy csucs tarolasahoz szikseges
tertlettel: O(logn). (Az Ut egyes pontjait egyenkent sejtjuk
meg.)

Kév. Ha f(n) > logn megengedett bonyolultsagi flUggvény, akkor

NSPACE(f(n)) = coNSPACE(f(n))
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Biz. Tegyuk fel, hogy L-et elddnti egy f(n) tarkorlatos
nemdeterminisztikus Turing-gép, melyrol felteheto, hogy mindig
megall. Adott n hosszu bemeneten a konfiguraciok szama

< ¢/ jgy nemdet. Turing-géppel O(f(n)) tarral
meghatarozhatjuk a kezdo konfiguraciobdl elérheto
konfiguraciok szamat, majd ennek alapjan — az el6z6
algoritmusban adott modszerhez hasonloan — eldonthetjuk,
hogy ezek kdzo6tt van-e (,,igen”, .. .) alaku.

Megj.

TIME(f(n) = coTIME(f(n)
SPACE(f(n)) = coSPACE(f(n))
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Visszavezetések

Legyenek A és B problémak. B legalabb olyan nehéz, mint A, ha
létezik olyan hatékony modszer, azaz f rekurziv fliggvény,
amely az A tetszOleges x bemenetéhez hozzarendeli a B egy
f(x) bemenetét (példanyat) ugy, hogy x az A-nak akkor és csak
akkor igen példanya, ha f(x) a B igen példanya. Az f
flggvényre tovabbi megszoritast teszlunk.

Def. Azt mondjuk, hogy az L nyelv (logaritmikus tarral)
visszavezethet 6 Lo-re, ha letezik olyan O(logn) tarral
kiszamithatd R szofliggvény, hogy minden x bemenetre

r€ly < R(x) € Le.
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All. Ha R egy M (lyukszalagos) Turing-geppel kiszamitott
visszavezetes, akkor M minden x bemeneten polinom id 6ben
megall .

Biz. Adott n hosszU = bemeneten a konfiguraciok szama

O(nc°8™) = O(n*). Ezek egyike sem fordulhat el6 kétszer egy
szamitasi sorozatban.

Tehat minden logaritmikus tarral valo visszavezetés polinom
idejU visszavezetes is, tovabba |R(x)| az |z| polinom
flggvényevel korlatozhato.
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HAMILTON-UT

Adott: G iranyitott graf.

Kérdés: Letezik-e olyan Ut, mely minden csucsot pontosan
egyszer latogat meg?

SAT

Adott: konjunktiv normal alaku Boole-formula.
Kérdés: kielégitheto-e?

All. HAMILTON-UT visszavezethetd a SAT-ra.

Biz. G csucsail: 1,...,n. A formula felirasahoz az z;;,
1 <1,7 <n, valtozdkat hasznaljuk. (Az z;; igaz volta annak felel
meg, hogy a j csucs i-edik egy Hamilton-uton.)
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A formulat 5 részformula konjunkciojakent allitjuk elo:

(1) Vidi z;; — /\(ZL‘U V...V :I?nj)
J

(2) VjVil < 19 (ﬂxilj \Vi —|:U7;2j) — /\ /\ (—uxilj V ﬂxm)
7 11<t9

A ketto egyutt: Vj3li x;;

(3) Vidy Tij — /\(le‘ﬂ V...V Zlfm)

@) ViV <2 (bmig Vowg,) — NN\ (i Voowg,)
1 71<7J2

Egyutt: Vidlj x;; Eddig csak n-tol flugg.
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V(i,7) ¢ G az i csucs utan nem kdvetkezhet j:
(5) /\ /\ (mZki V "p415)
(4,j)¢G k=1

Adott GG grafra a formula logaritmikus tarral elkészitheto, és G-
ben akkor és csak akkor van Hamilton-ut, ha a formula
kielégitheto.
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Def. Hal6zat:

kOrmentes iranyitott graf,

a csucsok cimkézettek: A, Vv, —,igaz, hamis, x;
A,V cimke esetén a csucs be foka: 2

— cimke esetén a csucs be foka: 1

hamis, igaz, z; cimke esetén a csucs be foka: 0.

Altalaban megkoveteljik még:
minden csucs elérhetd a 0 befoku csucsokbal,
pontosan egy csucs kifoka 0.

Amennyiben a valtozok kézul az x4, . . ., x, cimkeék fordulnak elo
a halozatban (legfeljebb), akkor a hal6ézat kiszamit egy
{igaz, hamis}"" — {igaz, hamis} Boole-fluggvenyt.
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HALOZAT-KIERTEKELES
Adott: valtozOmentes haldzat
Kérdés: igaz-e az értéke?

HALOZAT-KIELEGITHETOSEG

Adott: halozat
Kérdés: a valtozoknak lehet-e ugy logikai érteket adni, hogy a

halozat ertek igaz legyen?

All. AZ ELERHETOSEG Vvisszavezethet0 a
HALOZAT-KIERTEKELES-re.
Biz. Ld. kdnyv (182. old / 8.2 Példa ).

All. A HALOZAT-KIELEGITHETOSEG Visszavezethetd a SAT-ra.
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Minden ¢ csucsnak feleljen meg a g valtozo.

g cimkeje x
g cimkéje igaz
g cimkéje hamis
g cimkéje V :
g
/N
91 92
g cimkéje A :
g
/N
g1 g2
g cimkéje —:
g

I

g1
g kimen 0 kapu

—>

—>

—>

r < g,azaz (—nxVg)A(—gVx)
g
-9

g <= g1V g2, aZaz
(m1 Vg) A (mg2V g) A (=g V g1V g2)

g <= g1 N\ g, dZAZ —g < —g1 V 1go aZaZ
(g1 V —g) A(g2V —g)A(gV g1V —ge)

g g1, azaz (—gV —g1) A(g1Vg)

g
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* A keresett formula: a fenti formuladk konjunkcigja.

e Adott halézathoz a formula elkészitheto logaritmikus tarral.
Tovabba a hal6zat akkor és csak akkor kielégithet0, ha a
formula az.

 Ha ugyanis a formula kielégitheto, akkor tekintsiink egy h
kielegito ertekelését. Ez minden egyes g kapuhoz és z;
valtozohoz meghataroz egy logikai értéket. Rendeljik minden
kapuhoz ezt a logikai ertéket. Ekkor a kimeneti kapu éerteke a

haldzat ertéke amikor minden x; vatozo ertékeét h(x;)-nek

valasztjuk.

 Ha a halozat kieléegitheto, akkor valasszuk meg minden z;
valtozo értéket ugy, hogy a halozat értéke igaz legyen.
Szamitsuk ki a halézat minden kapujanak értéket: Az igy kapott
értékelés kielégiti a formulat.
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* Az egyik irany: Ha H,-t kielegiti a H, valtozoinak egy h
kiertékelese, akkor h-nak az a folytatasa, mely a H, minden ¢’
csucsahoz (mint valtozohoz) a H, értekét rendeli a h ertékeles
mellett, kielegiti F-t.

* A masik irany: Ha F-ét kielégiti egy h értekelés (mely értéket
ad a H, valtozoinak €s minden csucsanak), akkor A
megszoritasa H, valtozoira kielégiti a H, haldzatot.
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* Vilagos, hogy a visszavezetés reflexiv.

e Tétel. A visszavezetés tranzitiv: Ha R az Li-nek Lo-re, R az L»-
nek Ls-ra valo visszavezetése, akkor R o R’ dsszetett fliggvény
L1-nek Ls-ra valo visszavezetese.

Biz. Legyen Mg és Mp az R-et illetve R'-t logaritmikus tarral
kiszamito lyukszalagos Turing-gépek. Elkészitink egy olyan
lyukszalagos Turing-gépet, mely logaritmikus tarral kiszamitja
az R o R’ fuggvenyt. (Ez nem lehet a hagyomanyos
szuperpozicio, mert R(x) sokkal hosszabb lehet, mint log |z|.)
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Trikk: Nem taroljuk Mz kimeno szalagjat, csak a mutato

LY ALY 4

X

Mg -nek szilksége van a kovetkez & karakterre: folytatjuk Mg
szimulalasat mindaddig, amig ezt ki nem irja

M r/-nek szilksége van az el 6z8 karakterre: elOlrol kezdjuk Mg
szimulalasat.
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Def. Azt mondjuk, hogy egy C bonyolultsagi osztaly zart a
visszavezetésre, ha valahanyszor L visszavezetheto L'-re és
L' € C, mindig teljesul, hogy L € C.

All. Az L, NL, P, NP, PSPACE, EXP Osztélyok zartak a
visszavezetésre.

Biz. L és NL esetén az eloz0 tetelhez (tranzitivitds) hasonldan.
A tobbi osztaly esetén hagyomanyos szuperpozicio is megfelel.

L barmely két nemtrivialis L, L' elemére L visszavezetheto
L'-re.

All. Egy C bonyolultsagi osztaly akkor es csakis akkor zart a
visszavezetésre, ha coC zart.
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Teljesseg

Def. Legyen C egy bonyolultsagi osztaly. Egy L nyelvet C-
nehéznek nevezink, ha minden L’ € C nyelv visszavezetheto
L-re. Hameg L < C is teljesul, akkor L C-teljes .

Spec: NP-teljes, P-teljes, stb. nyelvek, ill. problémak.

All. Tth. C zart a visszavezetésre és az L nyelv C-teljes. Akkor C
az 0sszes olyan L’ nyelvbdl all, amely visszavezetheto L-re.
Tehat L reprezentalja az egész osztalyt!

All. Tfth. L nyelv C-teljes, L’ € C és L visszavezetheto L'-re.
Ekkor L' is C-teljes.

All. L nyelv C-telies <= L coC-teljes.
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Egy p-teljes probléma

Tétel. A HALOZAT-KIERTEKELES problema P-teljes.

Biz. Csak azt mutatjuk meg, hogy a problema P-nehéz. E celbdl
legyen L € P, be kell latnunk, hogy L visszavezethet0 a
HALOZAT-KIERTEKELES-re.

Mivel L € P, létezik olyan polinom idokorlatos egyszavas M
Turing-gep, mely eldonti L-et. Tth. p(n) — 2 az M polinom
idOokorlatja, ahol p(n) > 2.

Ha megengediink tres atmeneteket is, ugy feltehetd, hogy M
minden n hosszu x bemeneten pontosan p(n) — 2 lepésben all
meg ,igen" vagy ,nem" allapotban.
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Azt is feltehetjlik, hogy megallaskor a mutato a > szimbdolumot
kovetO karakteren all, és ez a karakter az ,igen" vagy ,nem"
allapot.

M mukodesét az x n hosszu bemeneten leirhatjuk egy
(p(n) — 1) x p(n) méretld T' = (7;;) tablazattal,

Tijel'=XU{o, : 0€X, g€ K}
Itt o, jelentése: a gép a ¢ allapotban van, a mutato az adott

karaktert jeloli ki, mely o.

Az egyszerlseg kedvéert most feltessziik, hogy indulaskor a
mutatd a > szimbolumot kdvetd karakterre mutat, és a >
szimbolumra soha nem keril a mutato.
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VIV |V | V|V |V |V ]|V ]|V
I I N N BN N B e

AN

T
.gen’ v. ,nem”
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A szélsoO elemek adottak. Minden belso elem a felette |évo 3
fliggvénye valamely M -tol fliggo

f:1° T

flggvény szerint.

Amennyiben G elemeit bitsorozatokkal kodoljuk, f
helyettesitheto

f1 : {igaz, hamis}*" — {igaz, hamis}

(Il=1,....m, m=|log|l'|]) fUggvényekkel.
Az r bemenethez tartozo R(x) halézatot ugy kapjuk, hogy a

=7/

haldzattal (melyek véges sok, x-tol fiiggetlenil megadhato
halozattipusbdl kerilnek ki).
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széls 6 elem: a megfeleldo szimbdlum binaris kodjahoz tartoz6
csak kezdocsucsokat tartalmazoé m csucsu halozat.

bels 6 elem: 3m bemenettel és m kimenettel rendelkez0, az
fi, ..., fm fUggvényeket kiszamito halozat.

A belso elemek helyére keriild hal6zatok bemeneteit rendre
azonositjuk a felette I1évo 3 haldézat kimeneteivel.

az egész haldzat kimenete: az utolso sor 2. haldézat 1. kimenete.
1 — ,igen”
0 — ,nem”

Vilagos hogy,
e R(x) elkészitheto logaritmikus tarkorlatos Turing-geppel,
e r € L < R(x) ertéke igaz.
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Cook tetele

Tétel. A SAT problema NP-teljes.

Az nyilvanvald, hogy SAT € NP. Mivel a HALOZAT-KIELEGITHE-
TOSEG visszavezethetb SAT-ra, igy elegendd belatni, hogy a
HALOZAT-KIELEGITHETOSEGNP-nehéz. (Persze akkor NP-teljes
IS.)

Tétel. A HALOZAT-KIELEGITHETOSEGNP-teljes.

Biz. Legyen L egy M nemdeterminisztikus egyszavas
Turing-géppel polinom idoben elddntott nyelv. A HALOZAT-KIER-
TEKELESP-teljességének bizonyitasat kdvetve, adott =
bemenethez elkészitlink egy T tablazatot, mely a
nemdeterminisztikus valasztasoktol is fligg. Feltehetd, hogy
minden konfiguracioban 2 valasztas lehetséges, igy c egy

t = p(|x|) hosszu bitsorozat, ahol p az M idokorlatjat megado
polinom fuggveny.
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A belso Ti,j elemek éertéke most a Ti—l,j—h Ti—l,j; Ti—l,j—H
értékeken kivil a ¢;-t6l is fligg, ami 0 vagy 1.

lgy az f; figgvények:

{igaz, hamis}*""*! — {igaz, hamis}.

Az R(x) haldzatot a korabbiakhoz hasonldan keszitjuk el azzal
a kulonbséggel, hogy a halozat rendelkezik még ¢, ..., ¢
bemeneti kapukkal, amelyek z1, ..., z; valtozokkal cimkézettek.
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Az NP osztaly egy jellemzése

Def. Legyen R C ¥* x ¥*. Azt mondjuk, hogy R polinom id Gben
eldonthet 6, ha az

Lrp={z;y : R(z,y)}

nyelv az.

Azt mondjuk, hogy R polinomilisan kiegyenstlyozott , ha van
olyan p(n) polinom, hogy

R(x,y) = |y| < p(|z])

All. L € NP < JR polinom idoben elddnthetd, polinomialisan
kiegyensulyozott relacio, hogy

L=A{x : dy R(z,y)}
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Biz. = Tfh. L € NP. Létezik L-et eldontd, p(n) polinom
idOkorlatos nemdet. Turing-geép.

Legyen R = {(x,y) : y az xz-hez tartozo6 elfogado szamitasi
sorozatot kodol. }

< Legyen L = {z : dy R(x,y)}, ahol R polinom idoben
elddntheto és polinomialisan kiegyensulyozott:

R(z,y) = ly| < p(|z]).

Az N nemdet. Turing-gép adott = eseten nemdeterminisztiku-
san generaljon egy tetszoleges y sz6t, amelyre |y| < p(|z]),
majd az Lg-et polinom idoben elddnto Turing-gépet szimulalva
ellenorizze, hogy R(x,y) teljesul-e.
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A kielégithebseg valtozatal

Def. Legyen k& > 1. A kSAT a SAT azon specialis esete, amelyben
minden tag pontosan k (nem feltétlentl kiilonb6z0) literalbadl all.

All. 3SATNP-teljes, és igy k > 3 esten kSATNP-teljes.
Biz.

[ — [VIVI
[1 Vi — [1Vip Vi
[1VioVig — [ VipVig
[{1VIioViIgViy +— (11\/12\/513)/\(—|ZC\/13\/Z4)

[LVioV... VI,

l

(ll\/lg\/x)/\(—'x\/lg\/y)/\
(~yVIgV )N A (CuVip—1 Vi)

Esik Zoltan — p. 107/172



All. Legyen ¢ = c1 A ca A ... A ¢, konjunktiv normalformaju
formula. Minden ¢; taghoz legyen ¢, az elozoekben adott

kifejezes, ahol minden kifejezésben (j valtozdkat hasznalunk.
Ekkor o akkor és csak akkor kielégithetd, ha
o = NN NG, az.

Mivel SAT visszavezethet0d 3SAT-ra €s 3SAT € NP, ezért
SATNP-teljességébol kdvetkezik, hogy 3SAT is NP-teljes.
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2SAT:
Legyen ¢ olyan k.n.f., hogy ¢ minden tagja 2 literalbdl all.

G(p):

csucsok: A ¢o-ben eloforduld valtozok és negaltjaik.
élek: (o, ) él & —a Vv g vagy gV —a a ¢ tagja
(azaz ha o = (G vagy -0 = —«a a o tagja.)

All. Akkor és csak akkor vezet a-bdl 5-ba iranyitott Ut, ha léetezik
—-3-bol —a-ba vezeto iranyitott ut.

Tétel. A ¢ formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha nincs
olyan x valtozo, amelyre létezik G(yp)-ben iranyitott Ut x-bol
—x-be és vissza.
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Biz. Tfh. létezik olyan z valtoz6, hogy z-bdl elérhetd —z, és
—z-b0l elérheto .

Belatjuk, hogy a valtozok tetszoleges T kiertékelésére ¢ hamis.

Tth. T'(x) igaz (a T'(z) hamis eset hasonldéan kezelhetd). Mivel
T(—x) hamis, az x-bol —z-be vezeto uton léetezik olyan («, ) él,
hogy T'(«) igaz és T'() hamis. Ekkor G(y) konstrukcioja szerint
a megfeleld tag (-« Vv G vagy GV —«) hamis, igy ¢ hamis.

Tth. egyetlen z valtozora sem létezik xz-bol —x-be és —xz-bol z-be
vezeto ut. Elkészitjiik a valtozok egy olyan T kiertékelését,
melyre ¢ igaz.
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Valasszunk egy olyan z valtozot, amelynek igazsagértékéet meg
nem rogzitettik. Ha x-bol nem érheto el -z, akkor legyen
« := z, ktlénben (ekkor —x-bol nem érheto el z) a := —x.

a-hoz és minden a-bol elérhetd csucshoz rendeljiik az igaz
értéket, és tagadasaikhoz rendeljik a hamis értéket.
(Ezek pontosan azok, melyekbdl elérhetd —«.)

T j6l definialt, nem lehet :
a ~ 3 €S a ~ =3, mert ekkor =5 ~~ —a €S 3 ~ —a miatt
a ~~ —a lenne.

a ~ (3 esetén nem lehet , hogy 5 korabban hamis érteket kapjon,

mert akkor -5 ~~ —« alapjan o« mar korabban hamis értéket
kapott volna.

Valahanyszor («, 3) él és T'(«) igaz, T(5) isigaz. Ezéert paT
kiertékelés mellett igaz .
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Koév. 2SAT € NL, igy 2SAT € P.

Biz. Mivel NL= coNL, elegends azt belatni, hogy
2SAT-KOMPLEMENTER € NL.

Ehhez azt kell eldonteni, adott ¢ esetén, hogy létezik-e
G(p)-ben valamely = valtozéra z-bol —z-be és vissza vezeto ut.

Ez ugyanugy elddnthetd nemdeterminisztikus tarral, mint az
ELERHETOSEG.
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np-teljes grafelméleti problémak

FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ
Adott: G = (V, F) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Letezik-e K elemi figgetlen csucshalmaz.

Tétel. A FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ probléma NP-teljes.

Biz. Vilagos, hogy a probléma NP-ben van. Megmutatjuk, hogy
3SAT visszavezethetd a FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ-ra.

Legyen ¢ a 3SAT egy peldanya, o = c1 A ... A ¢y A G graf alljon
m darab haromszdgbol, melyek a ¢; tagoknak felelnek meg, s
melyek csucsai a ¢;-kben 1évo literaloknak felelnek meg. Ezen

Kivlil meg kosstink 6ssze éllel minden ellentétes literalt. Végll
legyen K = m.

¢ kielégithetd < G-ben létezik K elemu fiiggetlen csucshalmaz.
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KLIKK
Adott: G=(V,E) iranyitatlan graf, K szam.
Kérdés: Létezik-e K elemu klikk (teljes részgraf)?

Tétel. KLIKKNP-teljes.

Biz. Vildgos, hogy KLIKK € NP. Legyen (G = (V,FE),K) a
FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ probléma egy példanya. Felteheto,
hogy K < |V|. Legyen G¢ = (V, E°) a G komplementer grafja.
Vilagos, hogy G-ben akkor és csak akkor létezik K elemi
fliggetlen csucshalmaz, ha G° -ben letezik K elemu klikk.
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CSUCSLEFEDES

Adott: G = (V, F) graf, K szam.

Kérdés: Letezik-e olyan K elemi csucshalmaz, hogy minden él
lleszkedik a halmaz egy csucsahoz.

Tétel. A CSUCSLEFEDESNP-teljes.

Biz. Legyen (G = (V,E), K) a FUGGETLEN-CSUCSHALMAZ
probléma egy peéldanya, ahol K < |V|. G-nek akkor eés csak
akkor letezik K elemd fliggetlen csucshalmaza, ha élei
lefedhetoek |V| — K elem( csucshalmazzal.

HAMILTON-UT

Adott: G = (V, E) iranyitatlan graf.

Kérdés: Letezik-e olyan ut, melyben minden csucs pontosan
egyszer fordul el6?

Tétel. A HAMILTON-UTNP-teljes.
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Tétel. A TSP (E) problema NP-teljes

Biz. A HAMILTON-UT problémat visszavezetjik a TSP (E)
problémara. Legyen G n csucsu graf az {1,...,n} halmazon.
Ha i # j es [i, j] el, akkor d;; legyen 1, kilonben legyen d;; = 2.
G-ben akkor és csak akkor letezik Hamilton-ut, ha letezik

<n + 1 6sszkoltséegl korut.

3-SZINEZES

Adott: G graf.

Kérdés: Kiszinezhetbek-e a graf csucsai 3 szinnel Ggy, hogy a
szomszédos csucsok kulonb6zo szinliek legyenek.

Tétel. A 3-SZINEZES NP-teljes.

Megj.
A 2-SZINEZES P-ben van.
A 4-SZINEZES trividlis Sikbarajzolhatd grafokra.
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NP-teljes problemak halmazokra és szamokra

HARMASITAS

Adott: Harom azonos merett halmaz, £ (fidk), L (lanyok), H
(hdzak), és egy R C F x L x H relacio.

Kérdés: Megadhato-e az R-beli harmasok egy olyan
részhalmaza, melyben minden fiu, lany és haz pontosan
egyszer szerepel?

Vilagos, hogy HARMASITAS € NP.

Tétel. A HARMASITASNP-teljes.
Megj. PAROSITAS € P.
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Biz. A 3SAT-ot vezetjuk vissza HARMASITAS-ra.
O=c1/N...N\cpy

Adott x valtozora jeldlje k az = és —x eldfordulasainak
maximumat. Az x valtozohoz felvesszik 2k harmast; az abran

lathatd haromszogeket:
h1

SN

g J1
N
N\
f/
)

hs3

oo g
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Az = minden egyes elofordulasahoz hozzarendeliink egy
paratlan indext h; -t , a -z minden elofordulasahoz pedig egy
paros indexud h;-t.

Mivel az abran szereplo fiuk és lanyok mas harmasokban nem
szerepelnek, minden harmasitasban minden masodik
haromsz6g szerepel:

(f1,01,h2), (f2,12,h4), ... r igaz

(f1: 0k, ha)s (f2, 1, R3), - . r hamis

Minden c¢; taghoz felveszlnk még 3 harmast, melyek (f, [, h)
alakuak, ahol f,I csak a ¢; -tol fliggnek, » pedig azon 3 haz
valamelyike, melyek a tagban szereplo literaloknak felelnek
meg.

Az eddig elkeszitett R relaciora ervenyes:

Akkor és csak akkor adhatdé meg az R egy olyan részhalmaza, melyben

minden fil és lany pontosan egyszer, és minden haz legfeljebb egyszer
szerepel, ha ¢ kielégithet 0.
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A konstrukcio befejezése:
Eddig H > 3m hazat és £ +m < 4 + £ filt és ugyanannyi
lanyt hasznaltunk.

Jeldlie K a H — (4 +m) kulonbséget. Felvesziink még K lanyt
és fiut, melyek mindegyik hazba belerakhatok.
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HALMAZLEFEDES

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (51,...,.5),)
rendszere és egy K szam.

Kérdés: Kivalaszthato-e K darab az S;-k kozul ugy, hogy ezek
egyesitése U?

HALMAZPAKOLAS

Adott: Egy U halmaz részhalmazainak C' = (S, ..., S:)
rendszere, és egy K szam.

Kérdés: Kivalaszthato-e az S;-k kdzll K paronként diszjunkt
halmaz?

PONTOS LEFEDLES HARMASOKKAL

Adott: Egy 3m elemil U halmaz es 3-elemu részhalmazainak
(S1,...,S5,) rendszere.

Kérdés: Kivalaszthato-e m darab S; ugy, hogy ezek egyesitése
U? (A kivalasztott S;-k nyilvan diszjunktak.)
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Tétel. A HALMAZLEFEDES, HALMAZPAKOLAS, PONTOS LEFEDLES
HARMASOKKAL problemak NP-teljesek.

Biz. A HARMASITAS, @ PONTOS LEFEDLES HARMASOKKAL Spec.
esete.

A PONTOS LEFEDLES HARMASOKKAL, a HALMAZLEFEDES,
valamint a HALMAZPAKOLAS spec. esete Is.
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EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS

Adott: EQy n-valtozos, egész egyitthatos linearis
egyenlotlenség-rendszer.

Kérdés: Létezik-e egész ertékl megoldas?

A HALMAZLEFEDES felfoghat6 az EGESZ ERTEKU
PROGRAMOZAS spec. esetekent:

ahol A oszlopal a halmazrendszer elemeinek felelnek meg.
Azt is meg lehet mutatni, hogy az EGESZ ERTEKU
PROGRAMOZASNP-ben van.

Tétel. AZ EGESZ ERTEKU PROGRAMOZASNP-teljes.
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Az EGESZ ERTEKU PROGRAMOZAS egy masik spec. esete:
HATIZSAK

Adott: n elem mindegyikének w; sulya és v; értéke, valamint W
és K.

Kérdés: Kivalaszthato-e ismétlées nelkil nehany elem ugy, hogy
O0sszértékuk > K és Osszsulyuk < W ?

Tétel. A HATIZSAKNP-teljes.
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A coNP osztély

Def. CONP = {L : L¢ € NP}

Példak.
ERVENYESSEG
Adott: » Boole-formula

Kérdés: Ervényes-e, azaz azonosan igaz-e ¢?

HAMILTON-UT KOMPLEMENTER
Adott: GG graf
Kérdés: lgaz-e, hogy G nem tartalmaz Hamilton-utat?

All. AZ ERVENYESSEG €S HAMILTON-UT KOMPLEMENTER
problémak coNP-ben vannak.

Esik Zoltan — p. 125/172



Egy probléma akkor van

e NP-ben, ha minden ,igen" peldanyahoz letezik tomor,
polinom idoben ellendrizheto bizonyitek, és csak az ,igen"
példanyokhoz létezik ilyen bizonyitek.

e coNP-ben van, ha minden ,nem" példanyhoz léetezik
tomor, polinom idoben ellendrizheto cafolat, és csak a ,nem"
példanyokhoz létezik ilyen cafolat

All. ERVENYESSEG €S HAMILTON-UT KOMPLEMENTER
problemak coNP -teljesek.

All. PC NPN coNP

All. Tth C zart a visszavezetéesre es L C-teljes. Ekkor
C =coC < L € coC.

Kov. NP=coNP< SAT € coNP< ERVENYESSEG & NP
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PRIMEK
Adott: p szam (binarisan)
Kérdés: Prim szam-e p?

All. PRIMEK & coNP.

Tétel. EQy p > 1 szam akkor és csakis akkor primszam, ha
létezik olyan 1 < r < p, amelyre:

(@) P! =1 mod p

(b) A p — 1 minden ¢ primszam osztéjara »—1/7 £ 1 mod p.

Példa. p=5 — r=3
34 =1 mod 5
32 =4 mod 5
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Tétel. (Pratt) PRIMEK € NP N coNP.
Biz. Legyen adott p. Feltehet0, hogy p > 2. A p primszam
voltanak bizonyiteka:

(TJQ17"'7QI€)7
ahol 1 <r < p, 7P~ =1 mod p, tovabba q;,...,q. ap — 1 6Sszes

primosztoi, és igy k < [logp] és rP~1/% £ 1 mod p, i =1,... k.
Jelolés. | = [logp]
All. 7P~Y mod p meghatarozhat6 valamely m-re O(I™) idGben.

l

Biz. Képezzuk az r mod p, 7* mod p, ..., > mod p Szamokat,
majd ezek kozul 6sszeszorozzuk azon 2 -ket, melyekre p — 1

LBV LN 4
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All. [-ben polinom idoben ellendrizheto, hogy eljuthatunk-e

p — 1-bol az 1-be ¢;-kel vald osztasok segitsegevel, ahol minden
egyes ¢;-t legalabb egyszer felhasznaljuk. Tovabba /-ben
polinom idoben ellendrizhetd az is, hogy minden i-re

érvényes-e az rP~1/% £ 1 mod p egyenl6tlenség.

De (r,q1, ..., q:) nem teljes bizonyiték , mert valahanyszor ¢; # 2,
annak is bizonyitekat kell adni, hogy ¢; prim.
A teljes bizonyiték:

C(p) = (r,q1,C(q1)s - @, Cqr)),

ahol C(q;) a ¢; primszam voltanak bizonyitéka
(ez Ures, ha ¢; = 2).
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All. : a teljes bizonyiték hossza O(1?)

All. : Adott p-re a C(p) bizonyiték helyessége [-ben polinom
idoben ellendrizheto.

Biz. . A fentiek alapjan, Id. konyv.

Egy U] (2002. augusztusi) eredmeény:
Tétel. (M. Agrawal, N. Kayal és N. Saxena) PRIMEK € P
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Néhany tovabbi eredmeny &P és aP osztalyokrol

Tétel. Ha P £ NP, akkor |étezik olyan . € NP—P, mely nem
NP-teljes.

Tehat
NPC

NPI vagy

N

NPC: NP-teljes nyelvek (NP-complete)

NPI: Azon (NP—P)-beli nyelvek, amelyek nem NP-teljesek
(NP-intermediate).
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Def. Az M orakulumos , determinisztikus vagy nemdeterminiszti-
kus Turing-gép olyan tobbszavas Turing-gép, mely rendelkezik
egy specialis kerdés szoval (szalaggal), valamint g2, ¢igen, @nem
allapotokkal.

Legyen A C ¥*, ahol £ az M abécéje. Ekkor az M4 Turing gép,
melyben az az orakulumot az A nyelvvel realizaljuk , Ugy makodik,
mint egy kdz6nseéges Turing-gép, kiveve, ha a ¢, allapotban
van. EkKkor a g;gen, Vagy a qnenm allapotba megy at annak
megfeleléen, hogy a kérdés sz6 az A nyelvben van-e.

ldobonyolultsag: mint a k6zénséges esetben,
minden kérdés egyetlen Iépésnek szamit
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Def. Legyen C bonyolultsagi osztaly, A tetszoleges nyelv.

Cc4: Azon nyelvek, amelyek eldonthet6ek ugyanolyan tipust
orakulumos Turing-geppel az orakulum A-val valo realizalasa
mellett, mint a C osztalyba eso nyelveket eldéntd Turing-gépek.

Legyen C’ is bonyolultsagi osztaly.
c“ = |Jct
Ael’

Példa.
pP=p
NPU coNP C PNP = pSAT
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Tétel. Van olyan A orakulum, melyre P4 = NP4,

Lemma. Ha A € PSPACE, akkor P4 C PSPACE, és
NP4 C NPSPACE = PSPACE.

Lemma. Ha A PSPACE-teljes, akkor PSPACE C P4.

A tétel bizonyitasa:

Legyen A PSPACE-teljes , késobb latni fogjuk, hogy ilyen A
letezik. Ekkor:

PSPACE C P4 C NP4 C PSPACE.

Tétel. Van olyan B, melyre PP #£ NP5,

Tehat a P#NP sejtées csak olyan gondolatmenettel
bizonyithatd, mely nem relativizalhato tetszoleges orakulumra.
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Logaritmikus tar

Tétel. AZ ELERHETOSEG probléma NL-teljes.

Biz. Azt mar tudjuk, hogy a probléma NL-ben van. Legyen most
az L egy NL-beli nyelv. Ekkor L elddnthetd egy N, logn
tarkorlatos (pontos) nemdeterminisztikus lyukszalagos
Turing-géppel.

Egy n hosszl = bemeneten a konfiguraciok szama: O(n")
valamely k-ra. FeltehetO, hogy egy elfogadd konfiguracio van.

lgy a konfiguracids grafot tekintve az ELERHETOSEG egy
peldanyahoz jutunk, mely akkor és csak akkor "igen" peldany,
hax € L.

Mivel a konfiguracios graf elkészitheto logaritmikus tarral,
készen vagyunk.
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Kév. AZ ELERHETETLENSEG probléma NL-teljes.
Biz. NL=coNL
Tétel. A 2SAT probléma NL-teljes.

Biz. Azt mar tudjuk, hogy 2SAT € NL. Tekintslk az ELERHETET-
LENSEG egy példanyat. Az el0z0 tétel bizonyitasa miatt
feltehetd, hogy az adott graf kormentes.

Minden csucshoz rendeljink egy x valtozot. A 2SAT azon ¢
peldanyat készitjuk el, mely az dsszes —x Vv y tagokbdl all, ahol
(x,y) él, tovabba az s és —t tagokbdl, ahol s a kezdocsucs és ¢
a cel.

lgy: ¢ kielégithetd <= s-b6l nem érhetd el t.
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Tth. T a ¢ kielégitd kiértékelése. Ekkor T'(x) = 1 valahanyszor «
elérhet6 s-bol, és T(t) = 0. Igy t nem érhetd el.

Tfth. t nem érheto el s-bol. Legyen T azon kiértékelés, melyre
T(z) = 1 akkor és csak akkor, ha = elérheto s-bol. Ekkor T
kieléegiti p-t.
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Alternalo Turing géep

Def. Az alternald Turing gép olyan N = (K, X, A, s)
nemdeterminisztikus Turing-gép, melyben K a K¢ €s Kyacy
diszjunkt halmazok egyesitése, €s amely minden szamitasi
sorozata véges (feltehetd, hogy a gép pontos).

TekintsUk az N szamitasi fajat az + bemeneten. Azt mondjuk,
hogy egy C konfiguracio végiil elfogadé , ha

e ('-ben a gep ,igen” allapotban van, vagy

o K -allapotban van, es minden kozvetlen leszarmazottja
veqgul elfogadd, vagy

o Kypcy-allapotban van, és valamely kOzvetlen
leszarmazottja végul elfogado.

Az N géep akkor fogadja el az = bemenetet, ha a kezdo
konfiguracio végil elfogado, kilénben elutasitja azt.
Az f(n) 1d0O vagy tarkorlatos Turing-gép fogalmat
értelemszerlen definialjuk.
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Def. Legyen f(n) megengedett bonyolultsagi figgveny. (Ido
eseten f(n) > n.)

ATIME(f(n)): az 6sszes f(n) idOkorlatos alternalo
Turing-géppel elddnthetd nyelvek.

ASPACE(f(n)): az 6sszes f(n) tarkorlatos alternalo
Turing-géppel elddnthetd nyelvek.

AL= ASPACE(logn)
AP = ATIME(n*)

Vilagos, hogy NTIME(f(n)) € ATIME(f(n)) €s
NSPACE(f(n)) € ASPACE(f(n)).
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Tétel. AL=P.

Biz. Lattuk, hogy a HALOZAT-KIERTEKELES probléma P-teljes.
Valojaban mar a MONOTON-HALOZAT-KIERTEKELES is P-teljes,
mert minden valtozomentes hal6ézat monotonna tehetd. Mivel
mindkét osztaly zart a visszavezetesre, AL= P teljesil, ha a
MONOTON-HALOZAT-KIERTEKELESAL -teljes.

Tétel. MONOTON-HALOZAT-KIERTEKELES € AL.

Biz. Adott monoton halozat kiértékelését kezdje az alternalo
Turing-gép a kimeneti kapunal. Ha ez igaz vagy hamis, a
kiértékelésnek vége. Ha ES-kapu, akkor a gép ES-allapotba,
kilonben VAGY-allapotba lép, és nemdeterminisztikusan a két
0s valamelyikénél folytatja a kiértékelést. Ha végul igaz
kapuhoz ér, ,igen” allapotba, kilénben ,nem” allapotba megy
at. E kbzben mindig csak az aktudlis kapu sorszamat kell
tarolni.
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Tétel. MONOTON-HALOZAT-KIERTEKELESAL -nehez.

Biz. Megmutatjuk, hogy tetszoOleges L € AL nyelv
visszavezethetd a MONOTON-HALOZAT-KIERTEKELES-re.

Legyen N = (K, X, A, s) olyan pontos, alternalo Turing-gép,
mely log n tarral eldonti az L nyelvet. Feltehetd, hogy minden
nem elfogado vagy elutasitd konfiguracionak 2 leszarmazottja
van. A konfiguracios graf adott x bemenet esetéen kdrmentes.
Minden C csucsot helyettesitiink egy ¢’ kapuval. Ez

ES kapu ha az allapot K:¢-ben van,

VAGY kapu, ha az allapot Kygy-ban van,
igaz kapu, ha az allapot ,igen”
hamis kapu, ha az allapot ,nem”.
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Amennyiben C kdzvetlen leszarmazottai ¢ és Cs, akkor a
haldézatban C’ 0sei C] es C5. A kimeneti csucs a
kezdokonfiguracio.

Vilagos, hogy a halozat érteke akkor és csakis akkor igaz, ha
x € L. Minden konfiguracié mérete O(logn). Igy kénnyen
lathato, hogy a haldzat elkészitheto logaritmikus tarral.

Tétel. Ha f(n) > logn megengedett, akkor

ASPACE(f(n)) = TIME(k/ (™).
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A poliniomialis tar

Def. QSAT :

Adott: Jr1Vxs ... Qmame kvantifikalt Boole-formula Prenex
normalalakban ugy, hogy a ¢ kvantormentes formula, melyben
legfeljebb az x4, ..., z,, valtozdk fordulnak elo.

Kérdés: lgaz-e az adott formula?

Megj.
e A kvantorok szigoru alternalasa nem lényeges.
e Az sem lényeges, hogy az elso kvantor 4.
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All. A QSAT probléma PSPACE-ben van.

Biz. Legyen adott a Jx1Vxs ... Qmnrm,mye formula. Ebbol O(m)
tarral elkészitiink egy olyan halozatot, mely grafja egy m
melyseqgu, kiegyensulyozott binaris fa.

e Paratlan szinten: VAGY kapu
e Paros szinten: ES kapu

e Levél: igaz vagy hamis attol figgoen, hogy a ,megfeleld”
kiértékelés mellett © igaz vagy hamis.

Egy rekurziv algoritmussal a meélyseggel aranyos, tehat O(m)
tarral kiertekeljik a haldzatot.

A visszavezetes tranzitivitasanak bizonyitasaban megismert
maodszer szerint a két algoritmust dsszetehetjuk — O(m)
tarkolatos Turing-gépet kapunk
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Megj. A problema akkor is PSPACE-ben van, ha
e a kvantorok nem feltetlentl valtakoznak.

e p-benaz zq,...,r, valtozokon kivil egyéb valtozok is
elofordulnak, és azt kéerdezziik, kielégitheto-e az egész formula.

e A formula nem feltétlentl Prenex alaku.
e Azt kérdezziik, hogy a formula hamis-e.
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Tétel. A QSAT probléma PSPACE-teljes.

Biz. Mivel PSPACE=coPSPACE, a QSAT probléma akkor es
csakis akkor PSPACE-teljes, ha

QSAT-KOMPLEMENTERPSPACE-teljes.

Legyen adott az L € PSPACE nyelv, melyet elddnt az O(n*)
tarkorlatos M Turing-gép. Adott x, n hosszu bemeneten a

konfiguraciok szama O(Q”k) valamely k-ra. Az egyszerlség
kedvéert feltesszuk, hogy a konfiguraciok szama legfeljebb on"
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Minden konfiguraciot kodoljunk egy »n* hossz( bitsorozattal.
Legyen

UT(a,b,1)

akkor és csakis akkor ha a-bodl elérhet6 a b legfeljebb 2¢ hosszu
uton. Megmutatjuk, hogyan lehet felirni olyan

formulataz A = {a1,...,a,+}, B =1{b1,...,b,x} Szabad
valtozokkal, hogy ; akkor és csak akkor igaz a valtozok
valamely kiértékelése mellett, ha a valtozok ertékei olyan a, b

konfiguraciokat kddolnak, hogy UT(a, b, %) teljesul.

lgy x € L < ¢,+(A, B) igaz, amikor A helyébe a kezdd
konfiguraciot, B helyébe az elfogado konfiguraciot kodolo
kiértékelest helyettesitjik. A formulak logaritmikus tarral
elkészithetok lesznek.
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Yo(A, B): azt fejezi ki, hogy minden i-re a; = b; vagy
a B konfiguracio egy lepesben kovetkezik A-bal.
Megadhatd O(n*) hosszl formulaval.

Vir1(A, B) : AZ[i(A, Z) AN i(Z, B)].

A formulak exponencialisan hosszuak lesznek!

wi—l—l(AaB) :
IZVXVY (X = AANY =2)V (X =ZAY = B)) = %i(X,Y)].

; Kvantorai elore hozhatoak. A mag diszjunktiv normalformaja:
; magjanak normalformaja  + O(n*) hosszu tag.

lgy ;1 mérete: 1;(A, B) mérete +0O(n*).
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Most egy dsszefiiggést igazolunk az alternald polinom ido és a

polinomidlis tar kozott. Mar definialtuk az AP = ATIME(n*)
osztalyt.

Tétel. A QSAT problema AP-teljes.

Biz. A QSAT € AP bizonyitasahoz: egy alternald Turing-gép
egymas utan megsejti az =1, xo, . . . valtozok értekeét, az
egzisztencialisan kvantifikalt valtozokét Kyagy allapotban, az
univerzalisan kvantifikalt valtozoket K¢ allapotban. Végul
ellenorzi, hogy a megtalalt kiértékelés kielégiti-e a formula
magjat.

ldOigény: polinomialis.

Esik Zoltan — p. 149/172



Teliesség: A Cook-tétel bizonyitasanak valtozata. A nemdet.
valasztasokhoz tartozoé valtozokat lekotjuk 3 vagy vV kvantorral
aszerint, hogy az allapot a Kyagy vagy Keo halmazba esik-e.

FeltehetO, hogy csak alternalnak — minden masodik azonosan
kvantifikalt.

Kév. AP = PSPACE

Biz. Mindkét osztaly zart a visszavezetésre €s QSAT
mindkettoben teljes.
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A QSAT felfoghato kétszemélyes jatékként

Jatékosok: 3, vV

Lépések felvaltva: =, ertéke, x5 érteke, ...
1 célja: kielégiteni a formula magjat

V célja: hamissa tenni

Esik Zoltan — p. 151/172



FOLDRAJZI JATEK:
Adott: G = (V, F) iranyitott graf, 1 kezddcsucs.
Kérdés: Az |. jatekos nyer-e az alabbi jatékban?

e Az |. jatékos kezd az 1 csucs megnevezesevel.

e Minden lepesben minden jatékosnak egy olyan csucsot kell
valasztani, amely még nem szerepelt, és amelybe vezet el az
elozoleg megnevezett csucshol.

e Egy jatekos veszit, ha vegul nem tud ilyen csucsot
megnevezni.
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All. A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-ben van.
Biz.
e A lepéssorozatok hossza a bemenet meretevel polinomialis.

e Létezik olyan polinom tarigény( algoritmus, mely adott allasra
megkonstrualja az allas rakbvetkezoit, vagy ha ilyen nincs,
eldonti, melyik jatekos nyert.

Minden ilyen kétszemélyes jaték PSPACE-ben van:

e Polinom tarral elkészitjuk az adott jaték fajat.

e Meélységgel aranyos tarral eldontjik, kinek van nyero
stratégiaja.

A két algoritmus 6sszetehet6: polinom tarkorlat.

All. A FOLDRAJZI JATEK probléma PSPACE-teljes.
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JxVy3zVu(—z vV -y) Ay Vz) Ay VvV —x) A (—y Vu)

%
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e Az elsoO jatékos donti el az egzisztencialisan, a masodik az
univerzalisan kvantifikalt valtozo érteket, mely a cimkével
ellentétes.

e A masodik jatekos valaszt egy tagot.

o Az elsO jatekos akkor és csak akkor nyer, ha a tag valamely
literalja igaz (visszavezeto €l valaszthato)

Mivel ez minden tagra igaz, az elso jatekos nyer <— a formula
igaz.
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HELYBEN ELFOGADAS:
Adott: M det. Turing-gép és = bemeno szo.
Kérdés: Elfogadja-e M az x-et ugy, hogy szava valamikor is

hosszabb lenne, mint || + 17?
Tétel. HELYBEN ELFOGADASPSPACE-teljes.

REGULARIS KIFEJEZESEK EKVIVALENCIAJA :
Adott: Két regularis kifejezés
Kérdés: Ugyanazt a nyelvet jelolik-e?

Tétel. A REGULARIS KIFEJEZESEK
EKVIVALENCIAJAPSPACE-teljes.
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VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCIAJA:
Adott: M1 és M, véges nemdeterminisztikus automatak
Kérdés: M, es M, ekvivalensek-e?

Tétel. A VEGES AUTOMATAK EKVIVALENCIAJA PSPACE-teljes.
A probléma determinisztikus automatakra is PSPACE-teljes.
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Tul apspace 0sztalyon

Def. EXP = TIME(2"")

NEXP = NTIME(2"")

Vilagos, hogy EXP C NEXP, és tudjuk, hogy PSPACE C EXP.
Nem ismert, hogy az EXP és NEXP osztalyok megegyeznek-e.
Tétel. Ha P = NP, akkor EXP = NEXP.
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Grafok tomar reprezentacioja:
o G=(V,F) vV ={0,1,...,2" — 1}
e Megadhato eqgy f(7, W) 2m valtozos Boole-fuggvénnyel.

e Az f megadhat6 egy 2m bemeneti kapuval rendelkez06
halozattal.

Halbzatok hasonld modszerrel megadhatd tomaoren.

Tétel. A TOMOR HAMILTON-UT és TOMOR
HALOZAT-KIELEGITHETOSEG problémak NEXP-teljesek.

Tétel. A TOMOR HALOZAT-KIERTEKELES probléma EXP teljes.
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Def. EXPSPACE = SPACE(2"")
Vilagos, hogy NEXP C EXPSPACE.

Az alabbi probléma EXPSPACE-teljes: Adott ket regularis
kifejezés, melyekben négyzetreemelés is szerepelhet,
ekvivalensek-e a kifejezések?
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EXPSPACE

coONEXP NEXP

PSPACE
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Randomizalt szamitasok

PAROSITAS :
Adott: G = (U, V, E) paros graf, ahol

U={{uy,...,upn}, V={v,...,on}, ECUXV

Kérdes:
Létezik-e teljes parositas, azaz olyan M C E halmaz, hogy

YV uy E”Uj (ui,vj) e M
\V/Uj 3! u; (ui,vj) e M

Esik Zoltan — p. 162/172



Szimbolikus determinans

Legyen A® az az n x n-es matrix, melynek (i, j)-dik eleme
® AZ T;j valtozo0, ha (ui, Uj) e b,
e 0 kulonben.

All. A det(A%) szimbolikus determinans ~ akkor és csakis akkor nem
nulla, ha létezik teljes parositas.

Biz.
o det(A%) =Y o(m) 1] Asz(i)'
IT =1 ’
o Vr: [] AZ.GW(Z.) £ (0 < 7 teljes parositas.
i=1

n
o T 1o, #0 =[] Afm (i) tartalmaz olyan valtozot, mely nem
1=1

fordul el6 [T AY o -en.
1 WIPAY.

1
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Lemma. Legyen 7 (xy,...,x,,) adott m-valtozds, nem azonosan
nulla, minden valtozojaban legfeljebb d-ed foku polinom, és
legyen M > 0. Ekkor azon (x1,...,2,) € {0,1,..., M —1}™
rendezett m-esek szama, melyekre 7 (zy,...,z,) = 0, legfeljebb
mdM™ 1.

Biz. m Szerinti teljes indukcioval.
m=1: Legfeljebb d zérushely.

m>1: Legyen n(zy,...,xmy) =
po(x1, .. Tm1)x +p1(x1, ... ,a:m_l)xrm_l +. o pe(T, e 1)

Tth (z1,...,2,) € {0,1,...,M — 1}, melyre n(zq,...,2,) = 0.
@ po(xr1,...,zm-1)=0— (m—l)de_Z-M

()  po(x1,..., Tmo1) #0 — dM™ !

Osszesen: mdM™ !
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Ved Ved

Kov. Az el0zo feltételek esetén, ha M = 2m és d = 1, akkor azon
(x1,...,zm) €4{0,1,..., M — 1} rendezett m-esek szama,

melyekre w(zy,...,7,) =0, legfeliebb 22-, azaz az dsszes
m-eseK fele.
Randomizalt algoritmus PAROSITAS-ra

(1) Valasszunk véletlenszerlen iy, ..., egész szamokat a
{0,1,...,2m — 1} halmazbal, ahol m az élek szama.

(2) Szamitsuk ki Gauss eliminaciéval a det(A% (i1, ..., %))
értéket.

(3) Ha ez nem 0, akkor a valasz ,igen” . létezik parositas.

(4) KUlonben a valasz ,nem” : GG-ben (valoszinltleg) nem létezik
teljes parositas.
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Meg].
* ,lgen” valasz sohasem teves.
* .Nem” valasz esetén a tévedes valoszinlsége < 1/2

e Igy k-szori megismétlés esetén ,nem” valasz esetén a tévedés
valészinlisége < 1/2*,

e Polinom iddigény.
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A ,Fermat proba”

Tétel. Tth p primszam és 0 < a < p egész. Ekkor
a® ' =1 mod p

Hipotézis. Ha n > 1 nem primszam, akkor a nemnulla a
maradékok legalabb feléere igaz, hogy

a1 #£ 1 mod n
Adddna egy randomizalt polinomideji algoritmus az

OSSZETETT-SZAM = co-PRIMEK
problemara.
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Adott n > 2 esetén:

(1) Valasszunk ki egy a # 0 véletlen maradékot.

2) Ha a1 # 1 mod n akkor n ésszetett szam .
(3) Ellenkez0 esetben n valdészindleg prim .

Téves (negativ) valasz valoszinlsege < 1/2, k-szori ismétlés
utan pedig legfeljebb 1/2*.

Da a HIPOTEZIS nemigaz ...
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Def. Legyen p paratlan primszam, az « pedig p nemnulla
maradéka. Ekkor az

(a | p) = a?"V/2 mod p

kifejezest az a €s p Legendre-szimbolumanak nevezzUk.

Al (a|p)e{p—11}  ((a|p)e{-11})
Def. Legyenek M, N relativ primek, N paratlan. Legyen
N =q ...qx, ahol minden g; prl’m]; Ekkor

(M| N)=][(M]a)

1=1

Tétel. Ha IV paratlan dsszetett szam, akkor az N-nel relativ prim
M < N szamok legalabb felére teljesul, hogy

M| N) %4 MV-D/2m0d N,
(M| N)#
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Az algoritmus

Adott N > 1 paratlan egész

e Generaljunk 1 és N — 1 kdzott egy véletlen egész szamot,
legyen ez M.

e Szamoljuk ki (M, N) értékeét.
e Ha (M, N) > 1, akkor a valasz ,igen” : N 0sszetett szam.

* Ellenkezs esetben szamitsuk ki (M | N) és MV—1/2 griékét,
majd hasonlitsuk dssze a két eredményt.

e Ha nem egyeznek meg, a valasz ismét ,igen” :
N 0Osszetett szam.

e Ellenkez0 esetben a valasz ,nem” : N valoszinileg prim.
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Def. Legyen L nyelv. L-hez tartozé polinom idej,
Monte-Carlo tipusu Turing-gép  olyan pontos, nemdeterminisztikus,
p(n) polinom idejd Turing-gép, melynek minden nem veégso

=7/

valasztasa van, és amelyekre teljesiil:

e ¢ ¢ L esetén a szamitasi sorozatok legalabb fele ,igen”
valasszal végzodik.

* v ¢ L esetén minden szamitasi sorozat ,nem” valasszal
végzodik.

Def. RP: polinom idejl, MC-tipusu Turing-géppel eldontheto
nyelvek.
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All. P CRP C NP.
Kov. P C coRP C coNP.

Def. ZPP = RP N coRP

Polinom idejl, Las-Vegas algoritmussal (Turing-géppel)
elddntheto nyelvek, ill. problémak.

Ha egy ilyen algoritmust k-szor fliggetlenul végrehajtunk, annak
valoszinlseége, hogy nem kapunk végleges valaszt legfeljebb
1/2F.
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